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ntena

Premiere partie

La théorie du comportement
du consommateur
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|.2. Définition de la fonction d’utilité

1.2.1. La fonction d’utilité est la traduction mathematique
de I’échelle des préférences exprimée par un individu (1)
face a plusieurs alternatives de consommations qui se
presentent a lul.

1.2.2. Elle exprime le degré de satisfaction, c'est-a-dire la
valeur numeérique de l'utilité que procure a l’individu (1) la
consommation d’un « panier » de n biens, au cours d’une
période (T) déterminée.

La fonction d’utilité est donnée par la relation générale
suivante :

U= T (C)=1(Xy Xy, X34 ooey X)
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Expressions particulieres de la fonction d’utilité

Consommation de deux biens

U= 1(C) =1(xy, X,)

Consommation d’'un seul bien
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Expression mathématique de I' Umg

3.3. La déefinition préecédente de lutilité marginale Umg peut étre
exprimée mathématiqguement de la maniere suivante :

On sait que U, =1 (x) est I'expression de la fonction de lutilité
totale U,. Elle exprime le degré d’utilité que procure a un individu la
consommation de quantites variables x du bien X

Elle est par ailleurs supposée continue en vertu du postulat P3. Ainsi,
si Ax représente la variation de la quantité consommeée du bien X,
I’utilité totale représente la variation correspondante AU de U, = f(x).

On définira Putilité marginale Umg, du bien X comme la limite du
rapport AUJ/Ax quand Ax tend vers zéro. L'utilité marginale Umg, du
bien X exprime donc la variation de [Iutilité U, consecutive a une
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Expression mathématique de I' Umg

Or on sait qu’en mathématiques, la limite du rapport AU/Ax quand Ax
tend vers zéro exprime la dérivée de la fonction U, = f (x)

C’est a dire:

AU,

J mg =U'= Ax—0  AX

Finalement, on peut écrire que :

du,

Umg_f()
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Expression mathematique de I' Umg

L’utilité marginale d’'un bien X est calculée a I’aide de la dérivee de la
fonction d’utilité totale. Elle exprime la variation de l'utilité totale
induite par la variation d’une unité du bien consommeé.

Jusqu'a présent, nous avons supposeé que l'utilité est fonction de la
consommation d’un seul bien. On avait en effet posé n = 1.
Abandonnons ce cas particulier et placons-nous dans le cas géenéral
ou les besoins des individus s’expriment a I’endroit de plusieurs
biens de sorte que I'on ait :

U, = (Xq, Xo, X34-04, X;)

Par un raisonnement identique au cas précedent, il est possible de
déterminer la variation de l'utilité que procure au consommateur la
variation de la quantité consommeée de chacun des biens. On
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Expression mathematique de I' Umg

Pour simplifier, supposons, dans un premier temps que n = 2. Cela
signifie que la fonction d’utilité de (1) prend la forme d’une fonction a
deux variables. Soient x la premiere variable et y la seconde. On

peut donc écrire U, =f (X, y).

A. La dérivée partielle de U, par rapport a x qui exprime, on le sait
maintenant, l'utilité marginale procurée par le bien X est donnée par

I’équation :

‘Ut'x =Umg, = f'x(x,y)= lim AU, / Ax = &U, lﬁx‘

B. De méme, la dérivee partielle de U, par rapport a y qui exprime l'utilité
marginale procurée par le bien y est donnée par I’équation :

‘Ut'y =Umg, = f'y(x, y):AI;i/ToAUt [ Ay = U, /5y‘
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Expression mathématique de I' Umg

C. Finalement, lorsque U, =f (x,y)on a:

Umg, =dU, /X
Umg, =dJ, /oy

et en généralisant a n biens, on aura pour U, = f (X, X5, X3,...,X,,) :

Umg,, =dJ,/&LUmg,, =J, /[ &2;Umg,, = U, [ 3;...;Umg,, = U, / oXn
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ntena

Les courbes d’indifférence

1. Reprenons la fonction u, = f (x, x,, Xg, ..., X, ).
Elle signifie, rappelons le, que Putilite est
fonction du complexe de biens

C = (Xq, X5, Xz, «ey Xp)-

Supposons que ce complexe de biens se
reduise ala combinaison de deux biens

XetYtels que:
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2. Les courbes d’indifférence

Considérons alors toutes les
combinaisons telles que:
U, = U, par exemple,

Up =1(Cyp) =T(Cy).

1 1 )X
X, X, X, X,

Fig. 1 Courbes d’'indifférence

Considérons de méme toutes les combinaisons
telles que U, = U, # U, ; par exemple
U, =1 (Cy) =1(C,).
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3. Les courbes d’indifféerence

On dira que les
combinaisons de
biens qui procurent
un mMéme niveau
d’utilité sont situées
sur une meme courbe
d’indifférence.

4.2. Sur lafig.1 ci-

. IR . contre, les

o N N % combinaisons de
biens C, et C,sont
Situées sur la méme

Elles procurent au consommateur (1), courbe :
Pal - , L] - y
ntenar tII!Qa m&ems: /wm.\eltzgg'al&endng.gr%/'p'a%&;nll\%&fties/mohammed-premier

Fig. 1 Courbes d'indifférence
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4. Les courbes d’indifférence

‘De méme, les

combinaisons

de biens C; et

C,sont situées
sur une méme
courbe:

elles procurent

au

consommateur |
Fig. 1 Courbes d’indifférence le méme niveau

d’utilité U,.
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4. Les courbes d’indifféerence

4.3. La courbe
d’indifférence peut
donc étre définie, dans
le cas géneral

(ou C =Xy, Xy, X3, .. Xp)

comme le lieu

A géometrique de tous
— >x | les complexes de
biens qui procurent a
I’individu (I) le méme
niveau d’utilité.
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4.1. Les trois propriétes des courbes d’indifféerence

P1. Les Cl ont une inclinaison
ou pente négative : ce sont
des courbes « descendantes »
représentant des fonctions
décroissantes.

P3. Les ClI sont
convexes par rapport

I R R a l'origine des axes de
x X x x . coordonnees : une
P2. Les Cl d’un méme individu diminution de a

ne peuvent se couper : dans le guantité de PPun des
cas contraire cela signifierait deux biens est

qu’il existe plusieurs niveaux ,
d’'utilitt pour une méme COMPENsEe par une
combinaison de biens, ce qui augmentation de Ia

serait contraire au postulat (P1) quantité consommee
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4.2. Les trois propriétes des courbes d’indifférence

 Pourquoi deux Cl d’'un méme consommateur ne peuvent se couper?

Le point C5(X3Y3) qui est est
situé a la fois sur la courbe U, et
U, est en contradiction avec la
définition de la Courbe
d’indifférence en particulier
compte tenu de la propriéeté P2 de
la CI.

En effet, dans ce cas de figure,

cela signifie qu’il existe deux

niveaux d’utilité pour une méme
> combinaison (c,) de biens!

Ce qui serait contraire au postulat (P1) de la fonction
d’utilité tel que défini plus haut.
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5. TMS: Definition et lllustration graphique

18" cas 1¢" cas: Passage de C,a C,

Le TMS est Pinstrument

xay

qui permet au
consommateur de
déterminer la quantité (dx)
du bien X a laquelle il

renonce pour lui
substituer une certaine
guantité (dy) du bien Y de
telle sorte qu’il conserve le
méme niveau d’utilité.
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5. TMS: Définition et lllustration graphique

2¢me cas
Le TMS,, permet, a
I'inverse, de déterminer
la quantité (dy) du bien
y a laquelle renonce le

consommateur pour lui
substituer une certaine
quantité (dx) du bien x
de telle sorte quiil
conserve le meéme
niveau d’utilité.
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5.1 TMS: EXPRESSION MATHEMATIQUE

* Nous savons qu’une variation des quantités consommees des
biens X et Y, implique normalement une modification du degré
d’utilite.

« Appelons dU, la variation de lutilité totale U, = f (x,y), suite aux
variations dx et dy des quantites respectlves du bien X et du
bien Y.

« On serappelle par ailleurs que

* | Umg, =06U,/éx et Umg, = 8U,/ 8y

« On se rappelle éegalement que les utilitts marginales
représentent les variations de [lutilité totale suite a une
variation unitaire de x (respectivement dey).

« Lavariation de l'utilité totale dU, sera donc egale a:
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5.1 TMS: EXPRESSION MATHEMATIQUE

dU, = (U, / ) dx+ (U, / &y)dy

Ou encore :

dU, =Umg, dx+Umg, dy

Expression qui represente la différentielle totale de
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5.1 TMS: EXPRESSION MATHEMATIQUE

*Mais si le consommateur (I) désire conserver le méme
niveau d’utilité tout en substituant une quantitée de X a
une gquantité de Y, cela signifie qu’il reste sur la méme
courbe d’indifférence.

Cela signifie aussi que U, = f(x,y) = U,, U, reste
constant les quantités consommees.

On aura par conséquent, dU, = 0O
Autrement dit on aura:
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5.1 TMS: EXPRESSION MATHEMATIQUE

(U, 1 )dx+ (3, [ dy)dy = 0= (U, [ )dx = —(3U, / & Jdy

Ce qui donne, en définitive

(U, /&%) _—dy _Umg,
(U, /8y) dx Umg,

Ce qui montre que le TMS | ,,est egal au rapport des
utilités marginales des deux biens.
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5.2 Commentaires

A. montre que le rapport des utilités
marginales est egal a 'opposé de la dérivée de la fonction

B. La fonction donne la variation de la quantité y quand varie
la

L'expression dy/dx est la pente de la courbe d’indifférence
representative de la fonction y = f (x) : elle est donc négative (cf.
supra, propriété 4.1. des CI).

Par définition, la quantité (- dy/dx) est le taux marginal de
substitution de y a x.

On vient de demontrer que le TMS | ,, est égal au rapport
des utilités marginales des deux biens.
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Chapitre |l

La maximisation de la fonction
de l'utilité
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I. Position du probleme

Nous avons vu que objectif du consommateur
était d’optimiser son utilité.

Or, sa fonction d’utilité dépend des quantités
des biens X, auxquels il peut acceder. On a en
effet

U, = f(X1, X5, X3,-..X,)- | 1

| | determinées dépend
des prix (p;) de ces biens et de la consistance

(R).
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I. Position du probleme

S’il décide de consacrer son revenu a l’achat
de tous les biens X, on aura:

’ R = PX+PoXotPaXste. 4PppX, | 2

- L'égalitée 2 est appelée « equation du
budget » ou encore « éguation du revenu »
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l. Position du probleme

Le probleme du consommateur est donc un probleme li¢, (on dit aussi
« SOUS contrainte ») .

Il cherche en effet, a maximiser son utilité en tenant compte a la fois de son
revenu et des prix des biens que lui impose le marché.

Transcrit mathématiguement ce probléme s’écrit :
‘Max.U, = f(x)
s/lc. R=>px | °

-~

‘Ecrite sous forme condensée |’équation (2) précedente du
budget devient IPéquation (3) ci dessus
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|. Position du probleme

Supposons pour simplifier que U, = f(x,y) et que les prix
des biens X et Y soient respectivement :

Py et p,, le probleme general precédent s’écrira (dans
ce cas particulier) ou les choix du consommateur sont
limités a deux biens :

‘Max.U, = f(x,Yy)
\s/c. R =Xxp, +Yyp,

Dans ce cas particulier, I’'équation (4) du revenu du
consommateur represente une droite dite « droite du
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1. conditions de maximisation de la fonction de l'utilité

‘Reprenons I'équation de l|a droite du budget du
consommateur I.

*On se souvient que dans le cas de deux biens XetY,
elle etait de la forme:

‘R=X.py+Yy.p,
*Tirons de cette équation, la valeur dey, on aura :

- R=X.p,
Py

y

L’équation de revenu (5) du consommateur représente ici, I’équation
d’une droite appelée « droite du budget » du consommateur!
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de l'utilité

*Reprenons de méme, la fonction d’utilité

‘U, = f (X,y). En remplacant y par sa valeur dans I'expression de U, on
obtient

U=t (R-x.p)/py)

Ce resultat montre que la fonction initiale du probleme posé est devenue
une fonction a une seule variable.

«Par ailleurs, on sait qu’une fonction de la forme

Uy =1 (x)

cadmet un maximum au point X, lorsque :

ntenantm ! <a href="https://www.econmastering.com/paths/universities/mohammed-premier-oujda/premiere-annee/semestre-01/microeconomie-i">Accédez a tout |


https://www.econmastering.com/paths/universities/mohammed-premier-oujda/premiere-annee/semestre-01/microeconomie-i#seance-1

Il. Les conditions de maximisation de la fonction de l'utilité

1/ la dérivée premiere U’ est égale a 0.
Soit U/’ =0
C’est la condition de 1°" ordre
2/ la derivee seconde U,” est negative. C’est a dire

U™ (Xo) <O

C’est la condition de 2¢Me grdre
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Exemple d’application

‘La fonction d’utilité d’'un consommateur supposeé
rationnel, est donnée par I’équation U, = 2xy.

Soit p, = 2 Dh le prix du bien X et p, = 1 Dh le prix du
bien Y.

‘Le consommateur dispose par ailleurs d’un revenu R
égal a 10 Dh gu’il déecide de consacrer entierement a
I’achat des biens X et Y.

‘Quelles vont étre les quantités du bien X et du bien Y
gui maximisent l'utilité de ce consommateur ?
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de I'utilité

1¢'¢ méthode pour trouver la solution

A.On a
R =X.py +y.py
c’est a dire
R =2X +y
d’ou l'on tire:

y=R-2x| 1

Remplacons y par sa nouvelle valeur dans
I’expression de U. On obtient :

U, = 2x (R-2x)
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de l'utilité

lere méthode pour trouver la solution

Oou encore

U =-4x%2+2xR | 2

Comme on aR =10, on peut écrire .
U=-4x2 +20x a partir de I’équation (2).

La dérivée premiere de l'équation U ci-dessus est
alors :

’=-8x +20| 3

d’ou, quand U’ =01l vient: x =20/8 =5/2=2,5
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de lutilité

1¢'¢ méthode pour trouver la solution

B. Remplacons donc x par sa valeur dans
I’équation (1) on aura :
y = R-2.(5/2) = R-5
comme R= 10 on obtient finalement :
y=10-5=5
Le couple (x,y) tel que x =5/2 ety =5 est le
point qui annule la déerivée U, = 0.
Veérifions donc que U,” < 0.
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de I'utilité
Reprenons I’équation (3). Sa pente est egale a (-8).
Ceci montre que la dérivée de U,’ est bien négative : CQFD.

La combinaison de biens X et Y telle que x =5/2 et y = 5 est bien la
combinaison qui permet au consommateur de maximiser sa

fonction d’utilité.

C’est la solution au probleme lié présenté sous la forme :

‘MaxU, = 2xy
S/CR=2x+Yy
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ntena

Il. Les conditions de maximisation de la fonction de l'utilité

e 2eme meéthode

« C/ Il existe une 2eme meéthode plus
générale de résolution de ce type de
probleme « sous contrainte » :

 C'estla « methode de Lagrange ».
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de 'utilité

e 2éme meéthode

On démontre que les problemes
d’optimisation sous contrainte de la forme :

Max.(Min.) f (X{,X5, X3,..-,X,,)
s/t g (X1,X5,Xg,..-,X,) =0 (1)

admettent des solutions identiques a celles
des fonctions de type :

o F(X1,X5,X3,..,X}) =
o f(X,,X
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ll. Les conditions de maximisation de la fonction de l'utilité

e 2eme méthode

« A est appelé « multiplicateur de Lagrange ».

* Il joue le role d’une variable comme les autres dans
I’expression de la fonction (2) ci dessus.

* Nous préciserons par la suite sa signification
économique dans le cadre du probleme particulier
de la maximisation de la fonction d’utilité d’un
consommateur.
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de 'utilité

La condition Le probleme

nécessaire pour :
que la fonction (2) consiste donc

admette un aresoudre le
maximum, est que

ses dérivées systeme

partielles par ) - _ .
rapport a ( Xy, X,, d’équation a

X3,..., X,) €L A soient (n+1) variables
nulles en méme _
temps. de la forme :
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Reprenons notre exemple préecéedent. On avait :

Max. U, =f( X, y)
slc R =X.p, +Yy.p, (1)

Formons la fonction (2) de la méme maniere que precédemment. Il vient :

F(x,y) =2xy + A (R-2x-y) (2)
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Il. Les conditions de maximisation de la fonction de I'utilité

Pour maximiser la fonction d’utilité du consommateur, il
suffit donc de résoudre le systeme d’équations (S ’) ci apres :

P, =2y -2L=0
(S*) {F,=2x-2 =0
F’,=10-2x-y =0

]

Apres calcul, par la méthode directe ou par la méthode des
déterminants on obtient : x =5/2;y=5et A =5.

Cette solution correspond bien au résultat trouvé par la premiere
méthode.
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Signification économique du multiplicateur de
Lagrange :

« Reprenons le systeme d’équation (S ’) dans
le cas géneral.

« A partir des deux premieres egquations de
(S )il vient :

- K’ =U,-Ap,=0=>A=U",/p, = (0Ut/dX)/p,
- K =0, -Ap, =0=>A=U,/p, =(6UJ/8Yy)/p,
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Signification economique du multiplicateur de Lagrange :

Ces résultats montrent que le multiplicateur A est égal
aux utilités marginales des biens X et Y pondérées
par leur prix

Par ailleurs, comme on a :
U,tx/px - U,ty/py = U,tx/ U,ty - px/py

on peut que :
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Signification économique du multiplicateur de Lagrange :

) Le consommateur atteint le niveau de son utilité maximale
lorsque les utilités marginales pondérées par les prix sont égales ou
encore :

. A I’équilibre, le rapport des utilités marginales est égal au rapport

des prix des biens consommes.

. Revenons a latroisieme equation de (S’). On peut I’écrire dans le
cas general, de la maniere suivante : F,=R - x .p, -y.p,=0.

. Ce qui revient a écrire que R=x.p, +Yy.p, .Sion deérive cette
expression de R successivement par rapporta (x) puis par rapport a
(y), il vient

0R/6x = p, et 8R/6y =p,.
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Signification économique du multiplicateur de Lagrange :

on peut donc écrire : U’ [ U’ = [6U/6X]/[8U,/8Y] puisqu’on sait déja
que :

U’/ U’ = p,/p,. Il vient alors:

[SR/SX] /[ SRISY]=[8U,/5x]/ [8U,/8y].

Enfin, on a
OU,/0X = ApX = A = (8U/6X)/px
et dU/dy = Apy = A = (dU/dy)/py

(en vertu de larésolution des deux premieres équations de S°’).
Or, on sait aussi que :

6R/6x = p, et dR/By = p,

ntenantm Gﬂwrp:etuf[s:&l\@/{‘@oréﬁslfénlfr@.o@iMc@hs/universities/mohammed-premier-oujda/premiere-annee/semestre-Ol/microeconomie-i">Accédez atout |


https://www.econmastering.com/paths/universities/mohammed-premier-oujda/premiere-annee/semestre-01/microeconomie-i#seance-1

Signification économique du multiplicateur de Lagrange :

A = (0U/6x)/p, = (8U,/6x)/ (R/dX) de méme

A = (0U,/8y)/ (6R/3Y) et en simplifiant dans les deux cas,
Il vient finalement :

) = SU/SR

Ce qui signifie que A exprime la variation de l'utilité totale quand le revenu du
consommateur varie d’'une unité
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lll - Représentation graphique de Poptimum du consommateur :

Nous savons Carte d’indifférence d’un consommateur (I )

1[naintenantdqueI la A
onction ‘utilité v

d’un individu peut St et
étre exprimeée
graphiguement

par une « carte
d’indifférence », Y,
c’est a dire par
plusieurs courbes Y,
d’indifférence qui
indiquent les Ya
différents niveaux

d’utilité obtenus a

partir de quantites

variables des
biens >
consommeés.

X, X X X
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lll - Représentation graphique de 'optimum du consommateur :

Carte d’indifférence d’un consommateur (I )
« Or les niveaux

d’utilité varient en T

. Y < <
fonction de la Jic ol
variation du

montant du revenu
R lorsque les prix
des biens ne

changent pas eux - "
mémes (cette. y
guestion de [Ieffet ’
de la variation des Y,

prix sera examinée
plus loin, infra).
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lll - Représentation graphique de I'optimum du consommateur

 Reprenons pour I'instant,

y notre exemple précedent
ou: U, = 2xy avec

U, pPy=2,p,=1etR=10.

5 Supposons que le

consommateur (l) décide de
consacrer entierement son

0 5/2 ) revenu R ala consommation
du seul bien X, il pourra
Fig.2 Equilibre du consommateur. acheter au p|US X = R/px =5

unités du bien X. Ce point peut
donc étre représente sur un
graphique par le couple (5, 0).
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lIl - Représentation graphique de 'optimum du consommateur :

5/2

Fig.2 Equilibre du consommateur.

Dans le cas ou au contraire, il
décide de ne consommer que
du bien Y, il obtiendra au plus
une quantité y = R/py = 10
unités du bien Y.

Ce point peut étre représente
sur le méme graphique par le
couple (0,10).

En joignant ces deux points on
obtient la représentation
graphique de la « droite de
budget » du consommateur |I.
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lll - Représentation graphique de I'optimum du consommateur

Le point E représente
I'optimum du
consommateur, tel que
nous I’avons calculé
precedemment.
Au point E (x =5/2,y = 5),

0 5/2 . I’utilité maximale

U, =2xy = Ug =25.

Fig.2 Equilibre du consommateur.

Le point E sur le graphique montre que I’équilibre du consommateur
(I) est atteint au point de tangence entre la courbe d’indifférence
U, =25 etladroite de budget y = R/p, - X.p,/p, =-2x + 10
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