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1. Distribution d’échantillonnage
1.1. Introduction

Si on choisi un échantillon plutét qu’un autre, on n’aura pas forcement la méme moyenne.
Considérons toutes les valeurs prises par les moyennes des échantillons possibles de méme taille,
on aura nécessairement des fluctuations. On veut étudier la distribution d’échantillonnage de la
moyenne pour caractériser ces fluctuations.

Un parametre est une caractéristique de la population ou de la distribution de probabilité de la
variable étudiée. On peut parler alors, de moyenne ou de variance de la population (plus
généralement de mesures de tendance centrale ou de dispersion de la population), mais aussi, un
parametre peut étre une caractéristique de la distribution du caractere étudié comme |'espérance
mathématique ou la variance de la variable aléatoire.

Si on suppose que la moyenne de la population est un paramétre inconnu, on voudrait I'approcher
par la moyenne de I"échantillon. Si on a la possibilité d’obtenir tous les échantillons et de calculer
leurs moyennes, on aura des moyennes d’échantillons supérieurs ou inférieurs a la moyenne de la
population.

La moyenne calculée sur un échantillon se comporte comme une variable aléatoire, la
connaissance de sa distribution va nous permettre de mesurer |'écart aléatoire (erreur

d’échantillonnage) entre la moyenne de I’échantillon et la moyenne de la population.

1.2.  Echantillon aléatoire
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité (0, A, Py)
X:weQ->Xw)€EE

E sera souvent |'espace des réels R.

Si la loi Py est connue, c.a.d. qu’elle correspond a une fonction explicite, prenons comme exemple

une des lois de probabilités usuelles (loi Bernoulli, Poisson, normale,...); elle dépendra d’un

parameétre inconnu 6 :

Loi Py Parametre 6

B(p) 0=p; 6 € [0,1]

P(A) 0=21; 0 e R™
N(m,o) 0 = (m,0); 6€RxR"™
N(m,2) =m; 0 eR
N(100,0) 0=o0; 6 € R
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Le paramétre @ appartient a un ensemble ® dans R ( ou généralement R%, d € N*) ; 'ensemble ®

est confondu le plus souvent a un intervalle de R (ou R%).
S Le probléme de I'estimation est de chercher le « bon » 8 pour connaitre la « bonne loi » Py.

Exemple : Soit 8 = p la proportion des foyers qui ont une connexion internet chez eux.

On sélectionne au hasard un foyer et on vérifie s’il a une connexion internet.

Soit la v.a. X definie par : X = {1 SLout

0 si non
X~B(p), PoX=1)=p et Pp,(X=0)=1—-p, pe€][0,1]

Le but de la théorie de I'estimation est de construire par un procédé ou une méthode d’estimation,
une approximation du parametre 6, cette construction se basera sur I'observation de v.a.

Xq,:+, X, deloi, celle de X la v.a. étudiée.

Définition1 : On appelle n-échantillon ou échantillon de loi Py, une suite X;,X;, -+, X,, den v.a. a

valeurs réelles indépendantes et de méme loi Py.

Exemple : On sélectionne n foyers, soit X; la v.a. qui prend la valeur 1 si le i°"® foyer a une

connexion internet a domicile et la valeur O sinon. On obtient un échantillon de taille n:
X]J "'an ’ Chaque XL~B(p)

Remarque : Ici la sélection de I'’échantillon se fait avec un tirage aléatoire simple, on note ES pour

Echantillon Simple. On distingue le tirage avec remise et le tirage sans remise :

ESAR : Echantillon Simple Avec Remise—> tirage indépendant

ESSR : Echantillon Simple Sans Remise—> tirage dépendant
Définition2 : On dit que (x1,x3,+:+,x,) est une réalisation (ou observation) de I'échantillon
(X1, Xg, -, X)) 5 si (xq, X0, , %) = (X1 (W), Xo(w), -+, X,,(W)) pourun w € Q.

Remarque : (x1, x5, *,Xx,,) est considéré comme un point de R", c’est une réalisation possible de
I’échantillon (on parle aussi d’observation). C’'est apres la sélection des n observations X;(w) = x;
gu’on parle de valeurs numériques non aléatoires (déterministes). En général on réserve les lettres
en MAJUSCULE pour les variables aléatoires et les lettres en minuscule pour les observations ou
réalisations.

Définition3 : On appelle moyenne empirique d’un échantillon X1, -+, X,, la v.a. définie par
4



i=1
Remarque : La moyenne empirique est aussi appelée moyenne échantillonnale, on notera X,, ou X.

Propriétés: SiE(X;) =pu et Var(X;) = o2, alorsona

0.2

EX,)=u et Var(X,) = -
Preuve : Voir Annexe

Cas d’une population finie

Quand I'échantillonnage s’effectue avec un tirage sans remise (ESSR) a partir d’'une population finie
de taille N (le tirage est dit exhaustive), on corrige Var(X,), c.a.d. qu’on multiplie par le

« coefficient d’exhaustivité » :

N—n

N-1
_ 0> N—n o¢? n
Var(Xn)=? N—lE? (1_N)

n
N est le taux de sondage, il est négligeable si N — +o0, ou si il est trés petit.

Remarque : On va considérer que le facteur de correction peut étre ignoré si le taux de sondage

est inferieur a 5%. Par exemple, si N = 1000 et n = 30, alors

1V—n_97o_097 )
N—1 999 7~ 7
(n— 30 —003<005>
N 1000 '

Définition : On appelle variance empirique d’un échantillon Xy, -+, X;, la v.a. définie par

n
1 _
SE=——= > (G- K,
i=1

n—1

Propriétés: Si E(X;) =u et Var(X,) = o2, alorsona

2 2 2 n n-1 ,
ES;) =0 et Var(S)) = =12 (,u4 -3 )
Avec u, = E(X*Y).

Preuve : Voir Annexe pour le premier résultat



Remarque : On peut utiliser de méme d’autres variances empiriques :

Maintenant on passe a la distribution (loi) de probabilité des deux caractéristiques empiriques de

s 1 = X o
o S2==Y" (X;—X,)?,dans ce cas la on vérifie que

E(s2) = () o

n

o SZ=iY,(X,-w? icdona E(S?)= o

n

I'échantillon : £(X,,)? L(S2)?

1.3.

On suppose qu’une v.a. X est de loi normale N(u, o) ; si on échantillonne, on obtient n v.a.

X,

Distribution dans le cas d’un échantillon de loi nhormale

, X, i.i.d. deloi N(u,0o).0n admet les résultats suivants :

La loi exacte de

()

est une loi normale N(0,1)

Les deuxv.a. X, et S? sont indépendantes, ce qui permet d’obtenir le résultat suivant

, , , 1 =
Si la variance est inconnue, on remplace g par S, = \/nTlZ?ﬂ(Xi —X,)?

La loi exacte de

Xn — I
n

" (%)
est une loi de Student a n — 1 degrés de liberté t(n — 1)
La loi exacte de

n—1

2
( a? )S”

est une loi de khideux a n — 1 degrés de liberté y(n — 1)
Si la moyenne u est connue, on considére la variance empirique suivante :

n

1
2 _ 2
SE==) (- m)

i=1
La loi exacte de
— g2
o n

est une loi de khideux a n degrés de liberté y?(n)



1.4. Distribution dans le cas d’un échantillon de loi quelconque

Dans cette partie on ne considere que des échantillons de grande taille, on utilise principalement le

théoréme centrale limite.

Soit I'échantillon X;,--+, X, de loi inconnue de moyenne u et de variance g2. On admet les
résultats suivants :

1. TCL

\/ﬁ< M) ~N(0,1) pour n assez grand

2. Silavariance est inconnue, on aura

\/ﬁ< _ M) ~N(0,1) pour n assez grand
n
3. On vérifie la convergence en probabilité :
P
§2 - ¢?
_ P
X - u
4. Lavariance de S? est égale a
n n—1 1
VarsD = (g - 22 o) w1y - o
Et on a le résultat suivant :
52 _ 0.2
\/ﬁn—4 ~ N(0,1) pourn assez grand
Hy — O

2. Estimation ponctuelle
2.1. Définitions et propriétés

Définitionl : on appelle statistique sur (Xy,---,X,,) toute v.a. T qui est obtenue par une fonction

desv.a. X, X, ¢ T=f(X,,X,)

On distingue deux types de statistiques, celles qui ont le but d’estimer un parameétre inconnu et

celles qui nous permettent de construire un test d’hypothese.
Définition2 : On appelle estimateur §n de 6, toute statistique qui estime 6.

Ainsi I'obtention de I'estimateur 8, de 6 est liée & une fonction des observations Xq, -+, X,, ;
O = f(X1,, Xp)
Définition3 : Soit un estimateur T,, de 8. On appelle estimation de 6 la valeur observée de T,

qu’on peut noter t,, ou t, gps -



ty = Tn(W) = f(Xl(W)"Xn(W)) = f(xlﬂ""xn)

Exemple : on peut proposer des estimateurs de la moyenne u par différentes formules sans se

préoccuper de la maniére par laquelle ils sont obtenus !

n n
1 1
PR 2D
i=1 i=1
Max(X;) — Min(X;) Max(x;) — Min(x;)
2 2
n n
P X
nm+ DL nn+ DLt
1= i=

D’ou la nécessité de critéres de sélection d’un estimateur parmi d’autres.

Définitiond : Soit un estimateur 8, de . On appelle biais de 8, , le nombre réel
B(6,)=E[6,—-0]=E(6,)—0

= On dit que 8, est un estimateur sans biais (e.s.b.)de 8 siB(8,) = 0c.a.d. que E(9,) =0
= On dit que @n est un estimateur asymptotiquement sans biais de 8 si B(@n) — 0 quand

n — +oo ce qui veut dire que E(@n) - 6 quandn - +o

Définition5 : On appelle risque quadratique ou erreur quadratique moyenne de @n, le nombre
réel positif

MSE(8,) = E[(6, — 6)?]
MSE = Mean Square Error

Propriété : Soit un estimateur 8, de 6. Alors on a
MSE(8,) = Var(6,) + [B(8,)]’

Remarque : Si 9n appartient a la famille des e.s.b. de 6, alors son risque quadratique coincide
avec sa variance : MSE(@n) = Var(@n)
Définition6 : on dit que 9n est un estimateur consistant (ou convergeant) de 6 si 911 converge en

probabilité vers 6.

~

P
6, —» 0



Pour tout € > 0

lim P(|§n — 0| > e) =0

n—-+4oo
Remarque : Une condition suffisante pour que 6, soit un estimateur consistant est que son risque

guadratique converge vers 0. En effet, d’apres I'inégalité de Markov on a :

[(6, —6)*]  MSE(@,)
g2 g2

o E
P(|6, -6 =¢) <
Si MSE(6,) » 0 quand n — +oo alors de méme

P(|6,—6]=¢) -0

Applicationl : estimation de la moyenne d’une population
Soit X une v.a. de moyenne u et de variance a?; le plus naturel pour estimer p est de considérer un

échantillon de X et de calculer sa moyenne empirique. (8 = u et 6, = X)

Propriétés : La moyenne empirique X est un estimateur de u qui a les propriétés suivantes,
= Cestunesb.dep: E(X)=u

» Son risque quadratique converge vers 0 quand n augmente :

2
.o
MSE(X) =7—> 0 quand n - o«

= (C’est un estimateur consistant de u

(Loi faible des grands nombre ou d’apreés la remarque précédente)

= Saloi asymptotique correspond a la loi normale N(u, \%)

Application2 : estimation de la variance d’une population

Un estimateur de o est la variance empirique SZ, on donne ses propriétés.
Propriétés : La variance empirique a les propriétés suivantes,
= Cest un estimateur sans biais : E(S2) = o2

* Son risque quadratique converge vers O :

MSEGH =y (e~ =3

» Donc c’est un estimateur consistant de o2
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Application3 : estimation de la proportion d’une population

C’est le cas d’'une population ou I'on peut observer un événement particulier A :

1 si A est observé
0 si An est pas observé

X(w) = {

La v.a. X suit une loi Bernoulli de parametre p, avec p la proportion d’individus de la population

avec qui on a observé I'événement A.

La proportion p correspond a la moyenne de X :

p =EX)

Tandis que la variance de X est
Var(X) = p(1 —-p)

Soit X{,:-+,X,, un échantillon de X . Un estimateur de p est la moyenne empirique qu’on notera :

D, €lle correspond a une fréquence ou pourcentage. On donne les propriétés de cet estimateur.

Propriétés : L'estimateur p,, de p a les propriétés suivantes,
= (C’est un estimateur sans biais : E(p,) = p.

* Son risque quadratique converge vers 0 :

msEp) =22 g

n—oo

P
= (C’est un estimateur convergentdep: p, —p

= (C’est un estimateur qui est asymptotiquement de loi normale (TCL) :

ﬁn —D L
f(m) oD

Qu’on peut écrire sous la forme

p(1—-p)

L(p,) = N| p, -

Remarque : on utilise le terme « erreur-type » pour désigner I'écart-type d’un estimateur. On note

ainsi oy I'écart-type de I'estimateur X qui dépend de I'écart-type de la population :

o
Oy = —
Vn

De méme on retrouve 'erreur-type de la proportion p,, : p(1—p)
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Si on veut citer les méthodes d'estimations, on citera deux qui sont trés connues, la méthode des
moments et la méthode du maximum de vraisemblance. Dans ce chapitre on se restreindra a la

méthode des moments.
2.2. Estimateur par la méthode des moments

Soit (X1,*+,X,) un échantillon d'une variable X. Le principe de cette méthode est de considerer
que toute transformation de I'échantillon de la forme (f(X1),-:,f(X,)) avec f une fonction

continue sur X(Q), aboutit a un échantillon de la variable f(X).

En effet, I'indépendance est conservée entre les (f(X;)) et on a la méme loi, celle calculée sur la

transformée f(X). La fonction f sera le plus souvent une fonction puissance f:x = xk.

Proposition :

Soit (Xy,++,X,) un échantillon de X, k € N*, avec E(X*) < +o0. Alors

1 n
Xk = Zin"
i=1

est un estimateur sans biais et consistant (convergent) de E(X*) = m,, (moment d'ordre k).

Preuve : Il est clair qu'il est s.b. Pour la convergence en probabilité on peut utiliser la loi faible des

grands nombres.

Définition : Soit g une fonction continue de R vers R, k € N*. On peut estimer g(m,,) par

n
— 1
o =1y 1)
n
i=1
Plus généralement, si g est continue de R? vers R, p € N*, on peut estimer g(m, m,, -+, mp) par
9 (X X, X7)

On dit que g(X_,’{) (resp. g(X_n,X_,Zl, ---,E) ) est un estimateur de g(my) (resp. g(mq, my, -+, mp))

par la méthode des moments (EMM).

Remarque : Puisque la fonction g est continue, tous les estimateurs par la méthode des moments

sont convergents, cependant on peut facilement perdre la propriété -sans biais-.

Applications sur des lois usuelles
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a) Loi Bernoulli B(p)

On cherche a estimer la proportion p et en méme temps, on a besoin de déterminer I'estimateur

de la variance.

On connaltquep = E(X) etVar(X) =p(1 —p) = E(X)(1 — E(X)), ce qui donne les estimateurs

par la méthode des moments :
= Pour la proportion p, on a comme estimateur la moyenne empirique X,, qu’on notera ici par Dn
* Pour la variance, on a comme estimateur p,(1 —p,), ce deuxiéme estimateur est biaisé,
néanmoins il sera utilisé dans I'estimation par intervalle de confiance de la proportion p.
b) Loi de Poisson P(A)
On connait que E(X) = Var(X) = A

= A= E(X) ce qui donne l'estimateur par la méthode des moments du parameétre A :

n
2.
i=1

Sl

X, =
De méme,ona:

2
= A=Var(X) = E(X?) - (E(X)) ce qui donne un deuxiéme estimateur par la méthode des
moments du parameétre A :
Xz — (X,)?
Les deux estimateurs sont consistants, le premier est sans biais, le deuxieme est biaisé. Cependant
pour choisir entre les deux estimateurs, la propriété s.b. ne tranche pas, il faudra aller jusqu'au

calcul des risques quadratiques des deux estimateurs, en fait le premier a le risque quadratique

minimum, et il est préférable au deuxieme.

c) Loi exponentielle E(u)

Ona:

1

TEM
1

JVar(X)

= Un premier estimateur par la méthode des moments du parametre u sera:

1
EX)=— = u
U

1
Var(X) =E = U=



= Un deuxieme estimateur de u est donné par la formule :

1
X3 — (%)

Les deux estimateurs sont consistants, mais les deux sont biaisés. Pour comparer ces estimateurs

on doit calculer le risque quadratique de chacun.

d) Loi Normale N(u, o?)
L'espérance et la variance de cette loi sont les paramétres u et o2.

u = E(X) et 6% = Var(X), ce qui donne les deux estimateurs moyenne empirique X,, et variance

empirique non corrigée
1 n
XE— (G =) (X = %,)?
i=1
comme estimateurs par la méthode des moments.

Exercice d’application :

Soit X une v.a. de densité :

2x
jb(x) =:{§? Si 0<x< 0
0 sinon

Ou 6 est un parameétre positif inconnu

1. Déterminer un estimateur T,, de 0 par la méthode des moments.
2. Est-ce que T, est un estimateur s.b., consistant de 6.

3. Calculer Var(X) et déduire Var(T,).

On considére maintenant M, une autre v.a. qui dépend de (Xq,::-,X,) ou les X; sont des v.a.

indépendantes et de méme loi que X.

On suppose que la fonction de densité de M,, est

xZn—l
ge(x):: aniﬁar' Sl 0 <x< 0
0 sinon
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4. Calculer E(M,) et Var(M,,).
5. Déduire un autre estimateur T,; s.b. de 8 qui est fonction de M,,.

6. Calculer Var(T,; ) et la comparer avec Var(T,,). Que peut-on conclure ?

Solution : Voir Annexe

Remarque : La reproduction des estimateurs par la méthode des moments repose sur le résultat
de la loi faible des grands nombres. Et si la taille de I’échantillon n’est pas grande, on risque d’avoir

des estimateurs qui ont tendance a s’éloigner du vrai paramétre.

La méthode fournit des estimations faciles a calculer, elles sont souvent utilisées comme point de
départ pour une amélioration de I'estimation, en utilisant d’autres méthodes comme la méthode
du maximum de vraisemblance, qui donne de meilleurs résultats.

2.3. Efficacité d’un estimateur

Definitionl : un estimateur T, ; de 8 est optimal si quelque soit T}, , estimateurde 6 on a:
Var(T, 1) < Var(T, ;)

On dira que T}, ; est a variance minimale.

Definition2 : soit deux estimateurs T, ; et T,, , de 8, on dira que I'estimateur T, ; est plus efficace
que l'estimateur T, ; si

MSE(To1) < MSE(T,z)

Si on calcule le MSE d’un estimateur T,, de 8 on aura:
MSE(T,) = Var(T,) + [E(T,) — 6]?
Si on veut améliorer le MSE(T,,), on a deux voies :
— Chercher dans la famille des e.s.b. I'estimateur optimal, celui qui a la variance minimale.

— Chercher parmi les estimateurs biaisés une amélioration du MSE(T,): une légére
modification au niveau du biais E(T,)) — 6 peut améliorer globalement le MSE(T,,) si la

variance diminue significativement

14



Cas de la famille des estimateurs sans biais :
MSE(T,) =Var(T,)

On peut montrer le résultat suivant :

Si T, estun e.s.b. de @ alors

La borne inférieure

est dite borne de Cramér-Rao ou borne de Fréchet-Darmois-Cramér-Rao notée Brpcp

La quantité positive I,,(8) est dite information de Fisher, elle est par définition :
' 2
Lo(X,, X
LG (Xlr an)
Lg(Xq,++,X,,) est la vraisemblance associée a 8 calculée sur I'échantillon :

e Si X estune v.a. discréte, alors on pose :

n
LoGry o) = | [ o =20 = Py = ) Py (X = 1) . Py (X, = x,)
i=1

e Si X est une v.a. continue de densité fy, alors on pose :

LG ) = | [ foGed = o) foGe) - for)
i=1

La fonction Ly(Xy,::+,X,) est la vraisemblance de I'échantillon X;,:-+,X,,, elle est obtenue en
remplagant les valeurs observées xq,::-,x, par les v.a. Xq,+--,X,, . La vraisemblance est une

variable aléatoire.

Si on utilise le log-vraisemblance 1, (Xq,:-,X,,) = log[Lg(X1,+++,X,)],0n aura:

1,(0) = E <[;—9 ly (Xl,---,Xn)]Z)

Ce qui donne ensuite I'expression qu’on utilisera dans I'exemple qui va suivre :
2

d
In(e) =—E (W 19 (Xl,,Xn)>

15



Définition d’un estimateur efficace :

SiT, estune.s.b.de 0, il est dit efficace si

Var(T,) = 10

Remarque : Siun e.s.b. de 0 est efficace, il est optimal dans la famille des estimateurs s.b.

Exemple : Soit X~B(p), on veut estimer p par I'estimateur p,
lavia. X € E ={0,1},sip # 0 et p # 1 alors on peut écrire pour x € E
PX=x)=p*(Q—-p)™

La vraisemblance L, est une application de E™ vers [0, 1] avec

n
Ly G ex) = | [t = pyto = pBlani(a — pyr i
i=1

On aura enfin la v.a. vraisemblance
Ly(Xy,-, X,) = pE=Xi(1 — p)n~ZimXi = pn¥ (1 — p)n(1=5)
Le log-vraisemblance sera

Ly(Xy, -, X)) = nX log(p) +n (1 —Y) log(1 —p)

On aura
o nX n(1-X)
— L (X X )=— — =7
aplp( 1 ] n) p 1_p
R nX n(1-X)
— L X X )= — -7
apz lp( 1 ) n) pz (1_p)2
L'information de Fisher sera
1()—E621(X X)) | = = E(X) + — (1 E(Y))—n +—" _(1-p)
i) = gp2 Pl T p2 (1-p)? “pP T a—pe P
n n n
In(p):_+

p 1-p pl-p)
Si on calcule la variance de I'estimateur, elle coincide avec la borne de Cramér-Rao

p(l—-p) 1
- L,(6)

Var (p_n ) =

On conclu que p,, est un estimateur efficace.
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3. Estimation par intervalle de confiance

3.1. Introduction

Soit @n un estimateur du paramétre 6, supposons que @n est convergeant en probabilité :

. P
6,—- 0,

cad
~ n—-+o
va>0, P(|§,-6|<a)—>1
=
~ ~ n—-»+oo
va>0, P(0,-a<60<0,4+a)—>1.
Question : peut-on déterminer un intervalle I autour de @n pour lequel on garantie que Ia

probabilité P(0 € I) soit connue ?
Sionposea = P(6 ¢ 1), a sera le niveau de signification.

On appelle 1 — a le niveau de confiance (par exemple pour a = 5%, 1 — a = 95%) et on note

1(0) l'intervalle de confiance (on le note aussi I,_, (0) ),
1(6) = [@n —a; 6, +a].
S\ Le niveau de confiance est associé au degré de crédibilité qu’on donne a l'intervalle 1(0) de

contenir le parametre inconnu 6.

Pour un niveau de confiance 1 — a connue (ou fixé au préalable), on doit chercher a tel que
P(0€1(®)=P(8,-0|<a)=1-a.

Cela ne serait possible que si on connait la loi de 6,,.

3.2. Intervalle de confiance d'une moyenne

Soit (Xq,+*+,X,) un échantillon de la v.a. X de moyenne u et de variance 2. On cherchera un
intervalle de confiance autour de I'estimateur X de p.

La loi de I'estimateur X dépend de celle de la v.a. X. Sila loi de la variable X est inconnue et c'est

le cas le plus courant, il est difficile de donner une réponse si la taille de I’échantillon est petite.

Dans le paragraphe qui suit, on va supposer que la taille de I’échantillon est grande, cela va nous
permettre d’utiliser une approximation par le théoréme centrale limite (T.C.L) de la loi de X par

celle de la loi normale.
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3.2.1. Casou laloi de I'échantillon est inconnue
On peut distinguer deux cas, le cas ol a2 est connue et celui ol elle est inconnu.

% connue:

D'aprésle T.C.L.ona:

avec Z suitlaloi N(0,1).

La loi N(0,1) est symétrique, on choisira a > 0 tel que P(|Z| <a)=1—a < ¢(a) =1 —% ,
avec ¢ est la fonction de répartition de la loi N(0,1).

(On dit que a est le quantile d'ordre 1 — % gu'on peut noter Z1—% . On lit directement la valeur a

dans la table de la loi normale N(0,1), par exemple, sia = 5% alors a = z; 975 = 1,96).

D'aprés le T.C.L. on approche

par
P(|Z| < a)

Ce qui nous donne l'intervalle de confiance I () au niveau de confiance 1 — «a :

_ o) _ o
I = X—a—;X+a—
W) N NE

o? inconnue :

On remplace o par son estimateur sans biais et consistant, la variance empirique

n
1 _
$ =Ty -
i=1

et on a toujours le résultat

ﬁ(X;“> Lz

P
avec Z ~N(0,1). (ce résultat est d au T.C.L. et au faitque S— o)

L'intervalle de confiance I(u) au niveau de confiance 1 — a est:

_ S _ S
I =X—-a—;X+a—
w NERANT

18



avec a est le quantile d'ordre 1 —% cad P(IZ| <a)=1-a.

Remarque : On peut utiliser ces approximations méme si on connait la loi de I'échantillon, il est
plus pratique pour une taille d'échantillon assez grande de se restreindre a la loi normale comme
loi de I'estimateur, néanmoins on doit vérifier certaines conditions préalables pour avoir une

bonne approximation, en général on doit au moins avoir la condition n > 30.
3.2.2.Cas ou la loi de I'échantillon est normale

Supposons que X suit une loi normale N(u,02) (cas d’un petit échantillon), 1 aussi on peut

distinguer deux cas :

o2 connue:

On a la loi exacte de I'estimateur X,

Jn <X_”> ~N(0,1)
o

On obtient l'intervalle de confiance I (1) au niveau de confiance 1 — « :

I(/,t)—[X—a X+a—]

aveca =z, _a.
2

o? inconnue :

On remplace o2 par son estimateur sans biais et consistant S%et on a la loi exacte de I'estimateur

Vn <¥) ~t(n—1)

Puisque la loi de Student est symétrique, on peut choisir un intervalle (i) symétrique :

1) = [)?—a\/; xm%]

I(u) est l'intervalle de confiance, au niveau de confiance 1 — a (niveau de signification a), le

scalaire a correspond au quantile d'ordre 1 — % d'une loi de Student t(n — 1) (qu'on doit lire sur la

table de cette loi).

3.3. Intervalle de confiance d'une variance

La aussi on va distinguer le cas ou la loi est inconnue et le cas ou la loi est normale.
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3.3.1.Cas ou la loi de I’échantillon est inconnue

On supposera ici que la taille de I’échantillon est grande. La moyenne de la population peut étre

connue ou pas.

L’estimateur de a2 est S? de variance

n n—1 ~ 1
Var(S? =—( S 4) - _ gt
$? est un estimateur s.b de g% :  E(§?) = o?
On a le résultat de la convergence en loi vers la loi normale :
§S2—-0%2 ¢
Vn————=—== - N(0,1)
py — ot

On remplace dans le dénominateur un estimateur convergent de yu, — o*:

Ay — S*

avec
n
1, = © X; - X,)*
Uy = zz i n)
i=1
est 'estimateur du moment centré d’ordre 4 : E(X — p)*

On aura toujours la convergence en loi normale
§S2—-0%2 ¢
Vn——— - N(0,1)
Vilg — S*

. . / . . a .
Pour un niveau de confiance égale 1 — a, soit a =z, « le quantile d'ordre 1 —3 d'une loi

1=
normale N(0, 1).

L'intervalle de confiance I(c?) sera

fla — Sy /.ﬁ4 — Sy
2y — 2 . 2 -
I(c°) = |S;: — Zl—% Y Sy + Zl—% "

3.3.2.Cas ou la loi de I’échantillon est normale
On distinguera la aussi le cas ou la moyenne de la population est connue et le cas ou elle est

inconnue.
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U est inconnue :

Un estimateur sans biais et consistant de 2 est la variance empirique

n
1 _
$7 =g ) (K= XY
i=1
La loi de S? est donnée par :

SZ
(n-1D— ~x*(n—-1)

Fixons un niveau de confiance égale 1 — a, étant donné que la loi de y?(n— 1) n'est pas

symétrique, on doit déterminer a et b telque 0 < a < b,

a a
P(Z<a)=§ etP(ZS b):1_§
avec Z suit la loi de y?(n — 1). (a et b sont lus dans la table de cette loi).

L'intervalle de confiance I(c2) vérifiant P(02 € I(6%)) = 1 — aest donné par

=[5 ()]

U est connue :

Un estimateur sans biais et consistant de o2 est la variance empirique

n

1
52 == (K=’

i=1
La loi de S est donnée par :

2
n— ~ x*(n)

Fixons un niveau de confiance égale 1 — a, soit a le quantile d'ordre % et b le quantile d'ordre
1-— % d'une loi de y%(n).

L'intervalle de confiance 1(c?) vérifiant P(02 € I(6%)) = 1 — a est donné par

I(o?) = [%SZ ; 252]

Exemple : (Examen du 28/04/2018)

Un courtier en biens immobiliers s’intéresse au prix des maisons de type A qui présentent certaines
caractéristiques et qui se situent dans la ville d’Oujda. Le courtier engage un premier expert qui

doit évaluer 5 maisons de type A a Oujda. Les résultats fournis par ce premier expert sont :
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5
Maison i 1|12 ]3|4]5 |Total Z(xi—f)2:226

Evaluation x; (en 10" DH) 65|72 68|63 |82| 350

On veut connaitre le prix moyen p, et la variance sz de I'ensemble des biens immobiliers catégorie

« maison de type A».

a. L'intervalle de confiance de u, au niveau de confiance 95% est

s
I [ —t X+t ]
(”p) 0,975:4 = \/—5 0,975;4 7S
226 350
s= [—=4565=752et x=—=70
4 5
7,52 )52
I(:“p) = [70 — 2,776 ﬁ; , \/_5] = [60,66 ; 79,34]

b. LUintervalle de confiance de g2 au niveau de confiance 95% est

p

1(2) = [( ) < 4 ) 2] 4%565 4565
o s
X0,975;:4 X0,025;4 11,143 ' 0,484

I1(0?) = [20,28; 466,94]

On en déduit un intervalle de confiance de oy

I(0,) = [/20,28; \/466,94] = [4,5 ; 21,6]

3.4. Intervalle de confiance d'une proportion

Dans une population d'électeurs, on s'intéresse a la proportion p d'électeurs favorables a notre

candidat. On voudrait construire un intervalle de confiance de la proportion p.

Pour se faire on a prit un échantillon de taille n d'électeurs et on a noté X; la i®"*® réponse

j¢me &lecteur, si il est favorable a notre candidat on note 1 sinon 0.

correspondant au i
La v.a. X; suit une loi de Bernoulli B(p), de moyenne E(X;) = p et de variance Var(X;) =

p(1 — p). Un estimateur consistant de p est la moyenne empirique



et on a sa loi asymptotique :

Jn ( Pn— D ) £,
vp(1—=p)
avec Z suit une loi N(0,1).
Puisque la variance p(1 — p) est inconnue on peut I'estimer par la méthode des moments pour
obtenir un estimateur consistant mais pas nécessairement sans biais p,(1 — p,). On garde la
méme convergence :
Jn ( Pn—P ) £,
VP (1= Dy)
Pour un niveau de confiance 1 — «, on lit dans la table de la loi N(0,1) la valeur de a tel que

P(|Z| <a)=1-a cada = z,_«.
2

On obtient l'intervalle de confiance I(p) :

ﬁn(l - ﬁn)

I(p)= Pp—a n

Exemple : Sur un échantillon de 200 clients d’un café, 120 d’entre eux préferent le café "Arabica"
au café "Robusta". Une estimation de la proportion p des clients qui préférent |'arabica au

robusta est

om0
Pn=%00 " "

L’intervalle de confiance a 95% de la proportion p sera :

0,24 0,24
I(p) = 0,6 — 1,96 ;064196 |-t = [0,6 —0,0679; 0,6 +0,0679)

200

Ainsi

1(p) = [53,2%; 66,79%]

3.5. Marge d’erreur et taille minimale

Dans l'estimation de la moyenne inconnue u par l'estimateur X, on définit la marge d’erreur

comme la différence en valeur absolue entre et X : |X — p]. Elle mesure I'erreur attribuable aux

fluctuations d’échantillonnage.
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2

L'intervalle de confiance de u au niveau de confiance de 1 — a pour une variance g“ connue
s’écrit,
s o o
I(uw) =X — Zl_% \/_?’X + zl_% ﬁ
La marge d’erreur est au plus égale
. o

Pour une taille d’échantillon n fixé, cette marge d’erreur dépend du niveau de confiance. En
augmentant le niveau de confiance (ou en diminuant le niveau de signification a), la marge

d’erreur augmente.

En pratique avant de réaliser un sondage, on peut fixer la marge d’erreur E qu’on voudrait ne pas

dépasser et déterminer la taille minimale n de I’échantillon nécessaire.

2
15 o
E=2z_

o IZ
— = n=|———
Vn E

N R

Exemple :
On veut effectuer un sondage aupres des clients d’une entreprise, on s’intéresse a I’age des clients,
I’écart-type est connu égal a 6ans. On veut construire un intervalle de confiance qui contient I'age
moyen de la population avec un niveau de confiance de 95% et dont la marge d’erreur E n’excede
pas 2ans.

Le niveau de confiance 1 — a = 95%, Zl_% = Zg750 = Zo975 = 1.96

Z¢ 017 1196 %6
n= =[ ] = 3457

E 2
On a besoin d’au moins une taille d’échantillon de 35 individus pour garantir que la moyenne

calculée sur I’échantillon s’écarte de la moyenne espérée de moins de 2ans.

* Dans le cas ou I'écart-type est inconnu, on doit le remplacer par une estimation s (sondage

préliminaire), la marge d’erreur s’écrit,



0.2

Var()?)=7 N_1

E g /1 -
=2z a— |[1——
15 n N

Cette derniére formule nous permet de calculer la taille de I'échantillon nécessaire,

2

5= (-0

= Dans le cas d’une population finie de taille N, si le tirage se fait sans remise (ESSR), alors
N

La marge d’erreur devient

N*le_g*az

_ 2
n= 2 2 2
N % E +Zla*0'

2

Marge d’erreur dans le cas de I’estimation d’une proportion p

Si on veut estimer p par p,,, I'intervalle de confiance pour un niveau de confiance de 1 — «a sera,

On doit remplacer p,, par une valeur, on a deux voies,

» Soit on effectue un sondage préliminaire, dont la taille de I’échantillon soit d’environ 30, pour
calculer une valeur provisoire de p,,, puis déterminer la taille n pour un deuxieme sondage qui

donnera plus de précision dans |’estimation.

= Soit remplacer p,, par une valeur arbitraire entre 0 et 1.

le_g r(1-p)
2
E? ’

25



On remarquera pour cela que la fonction f(p) = p(1 —p) définie sur ]0,1[ atteint son

maximum pour p = 0.5,
p(1—p) <0.5(1—0.5) = 0.52 = 0.25 pour toutp €]0,1][
C’est le cas ou on choisit la plus grande dispersion de p,,.

La taille de I’échantillon sera,

Exemple : (extrait de I'examen du 08/01/2020)

Dans une étude menée par une entreprise, on veut connaitre le pourcentage p de clients qui sont

satisfaits d’un nouveau produit. Le niveau de signification est fixé a 5%.
* Calculons la taille de I'échantillon a prévoir pour garantir une erreur d’estimation de +5%.
2
z; a p(1—-p)
2

EZ

p €]0,1[, on prendra la valeur centrale p = 0.5, on aura ainsi

n =

2

a5 1967

=7E7 270052 384.16

n

On prendra n = 385. On doit garantir I'observation de 385 individus.

* Sur un échantillon de 400 clients choisis au hasard, il y a 22% qui ne sont pas satisfaits du

nouveau produit contre 78% qui sont satisfaits.

Une estimation par intervalle de confiance de la proportion p est

. VP (1 —Pn) V0.78 % 0.22
I(p) =|pn + 2z, ax ———F——| =078 £ 1.96 x ———| =[0.78 + 0.0406]
2 vn V400

= [73.94%; 82.06%]

Si on veut réaliser un deuxieme sondage, la taille de I'’échantillon a prévoir pour garantir toujours

une erreur d’estimation de +5% est

2 _ _
1@ Pu(l=Pn) 1962 078 0.22

= 05 = 263.69

n =

On prend n = 264.
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Annexe

Solution de I’exercice d’application, page 13 :

1. Calculons I'espérance mathématique :

92x2
E(X)=f xfg(x)dxzj ?dx
R 0
21x31° 2 63 2,
I I A
62| 3 0 62 3 3

2. Calculons E(Ty) :

3.\ 3__ 3 3 2
E(Tn)=E(EX)=—E(X)=—E(X)=§*§9=9

T,, est un estimateur sans biais.

_P _ P
X->EX) = T,==-X-

N| W
N W
(S5
~
D
p—

Il

T,, est un estimateur consistant

3. Calculons le moment d’ordre 2, E(X?)

0 3

2x
E(X2)=j xzfg(x)dx=J ?dx
R 0
21x*1° 2 6* ¢2
92| 4 O_ﬁ 42
62 2 \* 62
VCLT(X):7— <§ 9) _E

On peut déduire la variance de T,

3.y 9 62 1 02
Var(T,JzVar(EX):—*—*_:_

4. Calculons E(M,,)

0 anZn
E(M,) = fR x go(x)dx = fo o7 dx
n x2n+1 0 n 92n+1 n 0
= —_— = * =
62| 2n+1 , 2n+1 g2n 2n+1
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Calculons E(M2),

2n+1

. , B 9 2nx
EM;)=| x°go(x)dx = Hde
R 0
on [ x2nt2 1P 2n  @nt2 2n n
= = * = 62 = 62
g2n | 2n+ 2 0 2n+2 020 2n+ 2 n+1

2

n 2n 2 n@2n+ 1% - (n+1) *4n?
DR VR
Var(M,) A (m+1) 2n+ 1)2

n+1

n
VartMy) = G Gn + 12 o*

5. On veut maintenant construire un estimateur de 6, on va utiliser I'expression de E(M,,)

2n
E(Mn)=2n+19 = 0= o E(M,)

Un estimateur sans biais de 0 sera
, 2n+1
T =

n o M, eton verifie bien E(T,) =6, T, estune.s.b.

6. Calculons Var(T,;),

, 2n+1 2n + 1\2
Var(T,) = Var( o n) = ( o > Var( M,)
. (2n+1)? n
Var(T,) = 02
() = =G *m+ D @nt 12
Var(T,) = ! 62
ariin) = 4n(n+1)

T,, et T,, sont deux e.s.b. de 8, pour les comparer on doit comparer leurs variances :

2

0 , 1
Var(Tn) = a et Var(Tn) = m 02

Var(T,) 6* 4n(n+1) n+1

Var(T,) 8n 62 2

n+1
n=1 <:>n+122<:>721

Onauraainsi: Var(T,) = Var(T,)
Conclusion : L'estimateur T,, est plus efficace que I'estimateur T,.

Retour au paragraphe p.14
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Propriétés : Soit un échantillon X1, X5, -+, X,, de n v.a. a valeurs réelles i.i.d.

SiE(X\) =u et Var(X,) = o?, alorsona

0.2

EX,)=pn et Var(X,) = -

Preuve:Ona:

n n n n n n
Var <2Xl-) = cov( X; ;ZXl-> = cov(X;, X;) = zVar(Xi)
i =1 i=1

En effetsii # j, les deux v.a. X; et X; sont indépendantes et une condition nécessaire pour cette

indépendance est que leur covariance soient nulle cov(X;, X;) =0

0 si i#]j

cov(¥y %) = {var(Xi) si i=j

Propriétés : Soit un échantillon X, X5, -+, X;, de n v.a. a valeurs réelles i.i.d.

Si E(X{) =u et Var(X,) = ¢?, alorsona

2y _ 2 2y__ 1 n-1 ,
ES;) =0 et Var(Sn)—m Pa = -5 O

Avec u, = E(X*%).

Preuve : Montrons le premier résultat. On a :

1 X _ 1 X _
EGSH=F (m;(xi = Xn)z) = — 1; E[(X; - %,)?)

EICX: = %)% = E [(( =)+ (u = %)’

= E[(X; =1+ E[(u = X,)%] + 2 E[(X; — 1) (u — Xy)]
29




E[(X; — X)) =Var(X)) + Var(X,) + 2 E[(X; — 1) (u — X,)]
2
= 0% + —+ 2 B[(X, — ) (1 = X,)]
ElX;—w) (u=X)=EX;pu—X; Xy —p* +pu X, =pEX;) —EX; X)) —p* + nE(X,)
=p—EX X)) -t +ut=p? —EX; X,)

n
_ 1 1 o?
E(X; X3) =7—le(Xi X;) =H((n—1)u2 +0% +p?) = p? +—
j=1

2 2

= o o
E[(Xi _ﬂ) (H_Xn)] =ﬂ2 _HZ _7= —?
_ _ 3 o2 o2 o2
EL(X, = X)?] = Var(X) + Var(X,) + 2E[(X, ) (u =K = 0® + — =2 —=0" ——

(5

n
1 n—1 n—1
2\ — 2 — 2 — 2
E(S”)_n—lzla ( n ) n-1 ¢
1=
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Notations et abréviations

ES Echantillon Simple

ESSR Echantillon Simple Sans Remise

ESAR Echantillon Simple Avec Remise

v.a. variable aléatoire

i.i.d. indépendant identiquement distribué

MSE Mean Square Error : erreur quadratique moyenne

XY, Z,.. Les majuscules sont réservées aux variables aléatoires
XV, Z, . Les minuscules sont réservées aux observations de la v.a.
e.s.b estimateur sans biais
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