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1. Distribution d’échantillonnage 

1.1. Introduction 

Si on choisi un échantillon plutôt qu’un autre, on n’aura pas forcement la même moyenne. 

Considérons toutes les valeurs prises par les moyennes des échantillons possibles de même taille, 

on aura nécessairement des fluctuations. On veut étudier la distribution d’échantillonnage de la 

moyenne pour caractériser ces fluctuations. 

Un paramètre est une caractéristique de la population ou de la distribution de probabilité de la 

variable étudiée. On peut parler alors, de moyenne ou de variance de la population (plus 

généralement  de mesures de tendance centrale ou de dispersion de la population), mais aussi, un 

paramètre peut être une caractéristique de la distribution du caractère étudié comme l’espérance 

mathématique ou la variance de la variable aléatoire.  

Si on suppose que la moyenne de la population est un paramètre inconnu, on voudrait l’approcher 

par la moyenne de l’échantillon. Si on a la possibilité d’obtenir tous les échantillons et de calculer 

leurs moyennes, on aura des moyennes d’échantillons supérieurs ou inférieurs à la moyenne de la 

population.  

La moyenne calculée sur un échantillon se comporte comme une variable aléatoire, la 

connaissance de sa distribution va nous permettre de mesurer l’écart aléatoire (erreur 

d’échantillonnage) entre la moyenne de l’échantillon et la moyenne de la population.  

1.2. Echantillon aléatoire  

Soit 𝑋 une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité (, 𝒜, 𝑃𝜃)  

𝑋 : 𝑤 ∈  → 𝑋(𝑤) ∈ 𝐸 

𝐸 sera souvent l’espace des réels ℝ. 

Si la loi 𝑃𝜃  est connue, c.à.d. qu’elle correspond à une fonction explicite, prenons comme exemple 

une des lois de probabilités usuelles (loi Bernoulli, Poisson, normale,…) ; elle dépendra d’un 

paramètre inconnu 𝜃 :   

Loi 𝑃𝜃  Paramètre 𝜃 

𝐵(𝑝) 𝜃 = 𝑝 ;              𝜃 ∈ [0, 1] 

𝑃() 𝜃 =  ;              𝜃 ∈ ℝ+∗ 

𝑁(𝑚, 𝜎) 𝜃 = (𝑚, 𝜎) ;    𝜃 ∈ ℝxℝ+∗ 

𝑁(𝑚, 2) 𝜃 = 𝑚 ;            𝜃 ∈ ℝ 

𝑁(100, 𝜎) 𝜃 = 𝜎 ;             𝜃 ∈ ℝ+∗ 
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Le paramètre 𝜃 appartient à un ensemble  dans ℝ ( ou généralement  ℝ𝑑 , 𝑑 ∈ ℕ∗) ; l’ensemble  

est confondu le plus souvent à un intervalle de ℝ ( ou  ℝ𝑑 ). 

⤥ Le problème de l’estimation est de chercher le « bon » 𝜃 pour connaitre la « bonne loi » 𝑃𝜃 . 

Exemple :  Soit  𝜃 = 𝑝  la proportion des foyers qui ont une connexion internet chez eux. 

On sélectionne au hasard un foyer et on vérifie s’il a une connexion internet. 

Soit la v.a. 𝑋 definie par :  𝑋 =  
1  𝑠𝑖  𝑜𝑢𝑖

 0  𝑠𝑖  𝑛𝑜𝑛
  

𝑋~𝐵(𝑝),      𝑃𝜃 𝑋 = 1 = 𝑝    et    𝑃𝜃 𝑋 = 0 = 1 − 𝑝,     𝑝 ∈ [0, 1] 

Le but de la théorie de l’estimation est de construire par un procédé ou une méthode d’estimation, 

une approximation du paramètre 𝜃, cette construction se basera sur l’observation de v.a. 

𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  de loi, celle de 𝑋 la v.a. étudiée. 

Définition1 : On appelle 𝑛-échantillon ou échantillon de loi 𝑃𝜃 , une suite 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛  de 𝑛 v.a. à 

valeurs réelles indépendantes et de même loi 𝑃𝜃 . 

Exemple : On sélectionne 𝑛 foyers, soit 𝑋𝑖  la v.a. qui prend la valeur 1 si le ième foyer a une 

connexion internet à domicile et la valeur 0 sinon. On obtient un échantillon de taille 𝑛 : 

𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  ; chaque 𝑋𝑖~𝐵(𝑝). 

Remarque : Ici la sélection de l’échantillon se fait avec un tirage aléatoire simple, on note ES pour 

Echantillon Simple. On distingue le tirage avec remise et le tirage sans remise : 

 ESAR : Echantillon Simple Avec Remise tirage indépendant 

 ESSR : Echantillon Simple Sans Remise tirage dépendant 

Définition2 : On dit que (𝑥1, 𝑥2 , ⋯ , 𝑥𝑛) est une réalisation (ou observation) de l’échantillon 

(𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) ; si  𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 = (𝑋1(𝑤), 𝑋2(𝑤), ⋯ , 𝑋𝑛(𝑤))  pour un  𝑤 ∈ . 

Remarque :  𝑥1, 𝑥2 , ⋯ , 𝑥𝑛  est considéré comme un point de ℝ𝑛 , c’est une réalisation possible de 

l’échantillon (on parle aussi d’observation). C’est après la sélection des 𝑛 observations 𝑋𝑖 𝑤 = 𝑥𝑖  

qu’on parle de valeurs numériques non aléatoires (déterministes). En général on réserve les lettres 

en MAJUSCULE pour les variables aléatoires et les lettres en minuscule pour les observations ou 

réalisations. 

Définition3 : On appelle moyenne empirique d’un échantillon 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  la v.a. définie par 



5 
 
 

𝑋 𝑛 =
1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Remarque : La moyenne empirique est aussi appelée moyenne échantillonnale, on notera 𝑋 𝑛  ou 𝑋 . 

Propriétés :   Si 𝐸 𝑋1 = 𝜇   et   𝑉𝑎𝑟 𝑋1 = 𝜎2,    alors on a  

𝐸 𝑋 𝑛 = 𝜇      et      𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑛 =
𝜎2

𝑛
 

Preuve : Voir Annexe 

Cas d’une population finie 

Quand l’échantillonnage s’effectue avec un tirage sans remise (ESSR) à partir d’une population finie 

de taille 𝑁 (le tirage est dit exhaustive), on corrige 𝑉𝑎𝑟(𝑋 𝑛), c.à.d. qu’on multiplie par le 

« coefficient d’exhaustivité » : 

𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
 

𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑛 =
𝜎2

𝑛
  
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
≅

𝜎2

𝑛
   1 −

𝑛

𝑁
  

𝑛

𝑁
 est le taux de sondage, il est négligeable si 𝑁 → +∞, ou si il est très petit. 

Remarque : On va considérer que le facteur de correction peut être ignoré si le taux de sondage 

est inferieur à 5%.  Par exemple, si 𝑁 = 1000 et 𝑛 = 30, alors 

𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
=

970

999
= 0,97 ≈ 1 

 
𝑛

𝑁
=

30

1000
= 0.03 < 0.05  

Définition : On appelle variance empirique d’un échantillon 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  la v.a. définie par 

𝑆𝑛
2 =

1

𝑛 − 1
 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2

𝑛

𝑖=1

 

Propriétés :   Si  𝐸 𝑋1 = 𝜇   et   𝑉𝑎𝑟 𝑋1 = 𝜎2,    alors on a  

𝐸 𝑆𝑛
2 = 𝜎2       et      𝑉𝑎𝑟 𝑆𝑛

2 =
𝑛

(𝑛 − 1)2
 𝜇4  −   

𝑛 − 1

𝑛 − 3
  𝜎4  

Avec  𝜇4 = 𝐸(𝑋4). 

Preuve : Voir Annexe pour le premier résultat 
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Remarque : On peut utiliser de même d’autres variances empiriques : 

 𝑆 𝑛
2 =

1

𝑛
 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2𝑛

𝑖=1  , dans ce cas là on vérifie que    

𝐸 𝑆 𝑛
2 =  

𝑛 − 1

𝑛
 𝜎2 

 𝑆𝑛
2 =

1

𝑛
 (𝑋𝑖 − 𝜇)2𝑛

𝑖=1 ,  ici on a   𝐸 𝑆𝑛
2 = 𝜎2 

Maintenant on passe à la distribution (loi) de probabilité des deux caractéristiques empiriques de 

l’échantillon :   ℒ 𝑋 𝑛  ?  ℒ 𝑆𝑛
2  ? 

1.3. Distribution dans le cas d’un échantillon de loi normale 

On suppose qu’une v.a. 𝑋 est de loi normale 𝑁 𝜇, 𝜎  ; si on échantillonne, on obtient  𝑛 v.a. 

𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛   𝑖. 𝑖. 𝑑.  de loi  𝑁 𝜇, 𝜎 . On admet les résultats suivants : 

1. La loi exacte de  

 𝑛  
𝑋 𝑛 − 𝜇

𝜎
  

est une loi normale 𝑁 0,1  

2. Les deux v.a.   𝑋 𝑛   et  𝑆𝑛
2  sont  indépendantes, ce qui permet d’obtenir le résultat suivant 

3. Si la variance est inconnue, on remplace 𝜎 par   𝑆𝑛 =  
1

𝑛−1
 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2𝑛

𝑖=1   

La loi exacte de  

 𝑛  
𝑋 𝑛 − 𝜇

𝑆𝑛
  

est une loi de Student  à  𝑛 − 1 degrés de liberté 𝑡(𝑛 − 1)   

4. La loi exacte de  

 
𝑛 − 1

𝜎2
 𝑆𝑛

2 

est une loi de khideux à 𝑛 − 1 degrés de liberté 𝜒2(𝑛 − 1)  

5. Si la moyenne  𝜇  est connue, on considère la variance empirique suivante : 

𝑆𝑛
2 =

1

𝑛
 (𝑋𝑖 − 𝜇)2

𝑛

𝑖=1

 

La loi exacte de  
𝑛

𝜎2
 𝑆𝑛

2 

est une loi de khideux à 𝑛 degrés de liberté  𝜒2(𝑛)  
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1.4. Distribution dans le cas d’un échantillon de loi quelconque  

Dans cette partie on ne considère que des échantillons de grande taille, on utilise principalement le 

théorème centrale limite.  

Soit l’échantillon  𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  de loi inconnue de moyenne  𝜇 et de variance  𝜎2. On admet les 

résultats suivants : 

1. TCL  

 𝑛  
𝑋 − 𝜇

𝜎
 ~𝑁 0,1    pour 𝑛 assez grand 

2. Si la variance est inconnue, on aura 

 𝑛  
𝑋 − 𝜇

𝑆𝑛
 ~𝑁 0,1    pour 𝑛 assez grand 

3. On vérifie la convergence en probabilité :  

𝑆𝑛
2    

𝑃
→  𝜎2 

𝑋    
𝑃
→   𝜇 

4. La variance de 𝑆𝑛
2  est égale à 

𝑉𝑎𝑟 𝑆𝑛
2 =

𝑛

(𝑛 − 1)2
 𝜇4  −   

𝑛 − 1

𝑛 − 3
  𝜎4 ≈

1

𝑛
 𝜇4  − 𝜎4  

 Et on a le résultat suivant :   

 𝑛
𝑆𝑛

2 − 𝜎2

 𝜇4  −  𝜎4
 ~ 𝑁 0,1    pour 𝑛 assez grand 

2. Estimation ponctuelle  

2.1. Définitions et propriétés  

Définition1 : on appelle statistique sur  𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  toute v.a. 𝑇 qui est obtenue par une fonction 

des v.a. 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  :         𝑇 = 𝑓 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  

On distingue deux types de statistiques, celles qui ont le but d’estimer un paramètre inconnu et 

celles qui nous permettent de construire un test d’hypothèse. 

Définition2 : On appelle estimateur 𝜃 𝑛  de 𝜃, toute statistique qui estime 𝜃.  

Ainsi l’obtention de l’estimateur 𝜃 𝑛  de 𝜃 est liée à une fonction des observations 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  ;  

𝜃 𝑛 = 𝑓(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) 

Définition3 : Soit un estimateur 𝑇𝑛  de 𝜃. On appelle estimation de 𝜃 la valeur observée de 𝑇𝑛 , 

qu’on peut noter 𝑡𝑛   ou  𝑡𝑛,𝑜𝑏𝑠  . 
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𝑡𝑛 = 𝑇𝑛 𝑤 = 𝑓 𝑋1(𝑤), ⋯ , 𝑋𝑛(𝑤) = 𝑓(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 ) 

Exemple : on peut proposer des estimateurs de la moyenne 𝜇 par différentes formules sans se 

préoccuper de la manière par laquelle ils sont obtenus ! 

Estimateur Estimation 

𝟏

𝒏
 𝑿𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

 
1

𝑛
 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑴𝒂𝒙 𝑿𝒊 − 𝑴𝒊𝒏 𝑿𝒊 

𝟐
 

𝑀𝑎𝑥 𝑥𝑖 − 𝑀𝑖𝑛 𝑥𝑖 

2
 

𝟐

𝒏(𝒏 + 𝟏)
 𝒊 𝑿𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

 
2

𝑛(𝑛 + 1)
 𝑖 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

D’où la nécessité de critères de sélection d’un estimateur parmi d’autres. 

Définition4 : Soit un estimateur 𝜃 𝑛  de 𝜃.  On appelle biais de 𝜃 𝑛  , le nombre réel 

𝐵 𝜃 𝑛 = 𝐸 𝜃 𝑛 − θ = 𝐸 𝜃 𝑛 − θ 

 On dit que 𝜃 𝑛  est un estimateur sans biais  (e.s.b.) de 𝜃 si 𝐵 𝜃 𝑛 = 0 c.à.d.  que  𝐸 𝜃 𝑛 = 𝜃 

 On dit que 𝜃 𝑛  est un estimateur asymptotiquement sans biais  de 𝜃 si 𝐵 𝜃 𝑛 → 0  quand 

𝑛 → +∞  ce qui veut dire que 𝐸 𝜃 𝑛 → 𝜃  quand 𝑛 → +∞ 

Définition5 : On appelle risque quadratique ou erreur quadratique moyenne de 𝜃 𝑛 , le nombre 

réel positif 

𝑀𝑆𝐸 𝜃 𝑛 =  𝐸 (𝜃 𝑛 − θ)2  

MSE = Mean Square Error 

Propriété :    Soit un estimateur 𝜃 𝑛  de 𝜃. Alors on a 

𝑀𝑆𝐸 𝜃 𝑛  =  𝑉𝑎𝑟 𝜃 𝑛  +   𝐵 𝜃 𝑛  
2
 

Remarque : Si 𝜃 𝑛  appartient à la famille des  e.s.b. de  𝜃,  alors son risque quadratique coïncide 

avec sa variance :    𝑀𝑆𝐸 𝜃 𝑛  =  𝑉𝑎𝑟 𝜃 𝑛  

Définition6 : on dit que  𝜃 𝑛  est un estimateur consistant (ou convergeant) de 𝜃  si  𝜃 𝑛  converge en 

probabilité vers 𝜃. 

𝜃 𝑛   
𝑃
→   𝜃 
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Pour tout  𝜀 > 0 

lim
𝑛→+∞

𝑃  𝜃 𝑛 − 𝜃 ≥ 𝜀 = 0 

Remarque : Une condition suffisante pour que 𝜃 𝑛  soit un estimateur consistant est que son risque 

quadratique converge vers 0. En effet, d’après l’inégalité de Markov on a : 

𝑃  𝜃 𝑛 − 𝜃 ≥ 𝜀 ≤
E[(𝜃 𝑛 − 𝜃)2]

ε2
=

𝑀𝑆𝐸(𝜃 𝑛)

ε2
 

Si   𝑀𝑆𝐸(𝜃 𝑛) → 0   quand    𝑛 → +∞   alors de même    

𝑃  𝜃 𝑛 − 𝜃 ≥ 𝜀 → 0 

Application1 : estimation de la moyenne d’une population 

Soit 𝑋 une v.a. de moyenne 𝜇 et de variance 𝜎2; le plus naturel pour estimer 𝜇 est de considérer un 

échantillon de 𝑋 et de calculer sa moyenne empirique. ( 𝜃 = 𝜇  𝑒𝑡  𝜃 𝑛 = 𝑋  ) 

Propriétés : La moyenne empirique 𝑋  est un estimateur de 𝜇 qui a les propriétés suivantes, 

▪ C’est un e.s.b. de 𝜇 :   𝐸 𝑋  = 𝜇 

▪ Son risque quadratique converge vers 0 quand 𝑛 augmente :  

𝑀𝑆𝐸 𝑋  =
𝜎2

𝑛
→ 0  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑    𝑛 → ∞ 

▪ C’est un estimateur consistant de 𝜇  

(Loi faible des grands nombre ou d’après la remarque précédente) 

▪ Sa loi asymptotique correspond à la loi normale   𝑁(𝜇,
𝜎

 𝑛
) 

Application2 : estimation de la variance d’une population 

Un estimateur de 𝜎2 est la variance empirique 𝑆𝑛
2, on donne ses propriétés. 

Propriétés : La variance empirique a les propriétés suivantes, 

▪ C’est un estimateur sans biais : 𝐸(𝑆𝑛
2) = 𝜎2 

▪ Son risque quadratique converge vers 0 :   

𝑀𝑆𝐸 𝑆𝑛
2 =

𝑛

(𝑛 − 1)2
 𝜇4  −   

𝑛 − 1

𝑛 − 3
  𝜎4 → 0 

▪ Donc c’est un estimateur consistant de 𝜎2 
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Application3 : estimation de la proportion d’une population 

C’est le cas d’une population où l’on peut observer un événement particulier A : 

𝑋 𝑤 =  
1 𝑠𝑖 𝐴 𝑒𝑠𝑡 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣é            
0 𝑠𝑖 𝐴 𝑛′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣é

  

La v.a. 𝑋 suit une loi Bernoulli de paramètre 𝑝, avec 𝑝 la proportion d’individus de la population 

avec qui on a observé l’événement A.   

La proportion 𝑝 correspond à la moyenne de 𝑋 :   

𝑝 = 𝐸(𝑋) 

Tandis que la variance de 𝑋 est   

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝑝(1 − 𝑝) 

Soit  𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  un échantillon de 𝑋 . Un estimateur de 𝑝  est la moyenne empirique qu’on notera : 

𝑝 𝑛 , elle correspond à une fréquence ou pourcentage. On donne les propriétés de cet estimateur.   

Propriétés : L’estimateur  𝑝 𝑛  de 𝑝 a les propriétés suivantes, 

▪ C’est un estimateur sans biais : 𝐸 𝑝 𝑛 = 𝑝. 

▪ Son risque quadratique converge vers 0 :  

𝑀𝑆𝐸 𝑝 𝑛 =
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛 𝑛→∞
    0 

▪ C’est un estimateur convergent de 𝑝 :    𝑝 𝑛
𝑃
→ 𝑝 

▪ C’est un estimateur qui est asymptotiquement de loi normale (TCL) :  

 𝑛  
𝑝 𝑛 − 𝑝

 𝑝(1 − 𝑝)
 

ℒ
→ 𝑁(0,1) 

Qu’on peut écrire sous la forme   

ℒ 𝑝 𝑛 ≈ 𝑁  𝑝,  
𝑝 1 − 𝑝 

𝑛
  

Remarque : on utilise le terme « erreur-type » pour désigner l’écart-type d’un estimateur. On note 

ainsi 𝜎𝑋  l’écart-type de l’estimateur 𝑋  qui dépend de l’écart-type de la population :  

𝜎𝑋 =
𝜎

 𝑛
 

De même on retrouve l’erreur-type de la proportion 𝑝 𝑛  :  
𝜎𝑝 𝑛 =  

𝑝(1 − 𝑝)

𝑛
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Si on veut citer les méthodes d'estimations, on citera deux qui sont très connues, la méthode des 

moments et la méthode du maximum de vraisemblance. Dans ce chapitre on se restreindra à la 

méthode des moments.  

2.2. Estimateur par la méthode des moments  

Soit  𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛   un échantillon d'une variable 𝑋. Le principe de cette méthode est de considerer 

que toute transformation de l'échantillon de la forme  𝑓(𝑋1), ⋯ , 𝑓(𝑋𝑛)   avec 𝑓 une fonction 

continue sur 𝑋(), aboutit à un échantillon de la variable 𝑓(𝑋). 

En effet, l'indépendance est conservée entre les (𝑓(𝑋𝑖)) et on a la même loi, celle calculée sur la 

transformée 𝑓(𝑋). La fonction 𝑓 sera le plus souvent une fonction puissance  𝑓: 𝑥 ↦  𝑥𝑘 . 

Proposition :  

Soit   𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  un échantillon de 𝑋, 𝑘 ∈ ℕ∗, avec 𝐸 𝑋𝑘 < +∞. Alors 

𝑋𝑛
𝑘    =

1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑘

𝑛

𝑖=1

 

 est un estimateur sans biais et consistant (convergent) de 𝐸 𝑋𝑘 = 𝑚𝑘  (moment d'ordre k). 

Preuve : Il est clair qu'il est s.b. Pour la convergence en probabilité on peut utiliser la loi faible des 

grands nombres. 

Définition : Soit 𝑔 une fonction continue de ℝ  vers ℝ, 𝑘 ∈ ℕ∗. On peut estimer 𝑔 𝑚𝑘  par  

𝑔 𝑋𝑛
𝑘     = 𝑔  

1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑘

𝑛

𝑖=1

  

Plus généralement, si 𝑔 est continue de ℝ𝑝  vers ℝ, 𝑝 ∈ ℕ∗, on peut estimer 𝑔 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑃  par  

𝑔 𝑋𝑛
    , 𝑋𝑛

2    , ⋯ , 𝑋𝑛
𝑝      

On dit que 𝑔 𝑋𝑛
𝑘      (resp. 𝑔 𝑋𝑛

    , 𝑋𝑛
2    , ⋯ , 𝑋𝑛

𝑝      ) est un estimateur de 𝑔 𝑚𝑘  (resp. 𝑔 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑃 ) 

par la méthode des moments (EMM). 

Remarque : Puisque la fonction 𝑔  est continue, tous les estimateurs par la méthode des moments 

sont convergents, cependant on peut facilement perdre la propriété -sans biais-. 

Applications sur des lois usuelles  
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a) Loi Bernoulli 𝓑 𝐩  

On cherche à estimer la proportion 𝑝 et en même temps, on a besoin de déterminer l'estimateur 

de la variance.  

On connaît que 𝑝 = 𝐸(𝑋) et 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑝(1 − 𝑝) = 𝐸(𝑋)(1 − 𝐸(𝑋)), ce qui donne les estimateurs 

par la méthode des moments :  

 Pour la proportion 𝑝, on a comme estimateur la moyenne empirique 𝑋 𝑛  qu’on notera ici par 𝑝 𝑛  

 Pour la variance, on a comme estimateur 𝑝 𝑛 1 − 𝑝 𝑛 , ce deuxième estimateur est biaisé, 

néanmoins il sera utilisé dans l'estimation par intervalle de confiance de la proportion 𝑝. 

b) Loi de Poisson  𝓟 𝛌  

On connaît que 𝐸(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = λ. 

 λ = 𝐸(𝑋) ce qui donne l'estimateur par la méthode des moments du paramètre λ :  

𝑋𝑛
    =

1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

De même, on a : 

 λ = 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋2 −  𝐸 𝑋  
2
 ce qui donne un deuxième estimateur par la méthode des 

moments du paramètre λ :  

 𝑋𝑛
2    −  𝑋𝑛

     2 

Les deux estimateurs sont consistants, le premier est sans biais, le deuxième est biaisé. Cependant 

pour choisir entre les deux estimateurs, la propriété s.b. ne tranche pas, il faudra aller jusqu'au 

calcul des risques quadratiques des deux estimateurs, en fait le premier a le risque quadratique 

minimum, et il est préférable au deuxième. 

c) Loi exponentielle  ℇ 𝝁  

On a : 

𝐸 𝑋 =
1

𝜇
     𝜇 =

1

𝐸 𝑋 
  

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
1

𝜇2
      𝜇 =

1

 𝑉𝑎𝑟 𝑋 
    

  

 Un premier estimateur par la méthode des moments du paramètre 𝜇 sera :  
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1

𝑋𝑛
    

=
𝑛

 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1

 

 Un deuxième estimateur de 𝜇 est donné par la formule : 

1

 𝑋𝑛
2    −  𝑋𝑛

     2

 

Les deux estimateurs sont consistants, mais les deux sont biaisés. Pour comparer ces estimateurs 

on doit calculer le risque quadratique de chacun. 

d) Loi Normale  𝑵 𝝁, 𝝈𝟐  

L'espérance et la variance de cette loi sont les paramètres 𝜇  et  𝜎2. 

𝜇 = 𝐸(𝑋) et 𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋), ce qui donne les deux estimateurs moyenne empirique 𝑋 𝑛  et variance 

empirique non corrigée  

𝑋𝑛
2    −  𝑋𝑛

     2 =
1

𝑛
 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2

𝑛

𝑖=1

 

comme estimateurs par la méthode des moments. 

Exercice d’application : 

Soit 𝑋 une v.a. de densité : 

𝑓𝜃 𝑥 =  
2𝑥

𝜃2
𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜃

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

Où 𝜃 est un paramètre positif inconnu 

1. Déterminer un estimateur 𝑇𝑛  de 𝜃 par la méthode des moments. 

2. Est-ce que 𝑇𝑛  est un estimateur s.b., consistant de 𝜃. 

3. Calculer 𝑉𝑎𝑟(𝑋) et déduire 𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 . 

On considère maintenant 𝑀𝑛  une autre v.a. qui dépend de  𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  où les 𝑋𝑖  sont des v.a. 

indépendantes et de même loi que 𝑋. 

On suppose que la fonction de densité de 𝑀𝑛  est 

𝑔𝜃 𝑥 =  2𝑛
𝑥2𝑛−1

𝜃2𝑛
𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜃

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
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4. Calculer 𝐸 𝑀𝑛  et 𝑉𝑎𝑟 𝑀𝑛 . 

5. Déduire un autre estimateur 𝑇𝑛
′   s.b. de 𝜃 qui est fonction de 𝑀𝑛 . 

6. Calculer 𝑉𝑎𝑟(𝑇𝑛
′  ) et la comparer avec 𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 . Que peut-on conclure ? 

Solution : Voir Annexe 

Remarque : La reproduction des estimateurs par la méthode des moments repose sur le résultat 

de la loi faible des grands nombres. Et si la taille de l’échantillon n’est pas grande, on risque d’avoir 

des estimateurs qui ont tendance à s’éloigner du vrai paramètre.  

La méthode fournit des estimations faciles à calculer, elles sont souvent utilisées comme point de 

départ pour une amélioration de l’estimation, en utilisant d’autres méthodes comme la méthode 

du maximum de vraisemblance, qui donne de meilleurs résultats.  

2.3. Efficacité d’un estimateur 

Definition1 : un estimateur 𝑇𝑛,1 de 𝜃 est optimal si quelque soit 𝑇𝑛,2 estimateur de 𝜃 on a : 

𝑉𝑎𝑟(𝑇𝑛,1) ≤ 𝑉𝑎𝑟(𝑇𝑛,2) 

On dira que 𝑇𝑛,1 est à variance minimale. 

Definition2 : soit deux estimateurs 𝑇𝑛,1 et 𝑇𝑛,2 de 𝜃, on dira que l’estimateur 𝑇𝑛,1 est plus efficace 

que l’estimateur 𝑇𝑛,2 si  

𝑀𝑆𝐸 𝑇𝑛,1 < 𝑀𝑆𝐸(𝑇𝑛,2) 

Si on calcule le 𝑀𝑆𝐸 d’un estimateur 𝑇𝑛  de 𝜃 on aura : 

𝑀𝑆𝐸 𝑇𝑛 = 𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 + [𝐸 𝑇𝑛 − 𝜃]2 

Si on veut améliorer le 𝑀𝑆𝐸 𝑇𝑛 , on a deux voies : 

 Chercher dans la famille des e.s.b. l’estimateur optimal, celui qui a la variance minimale. 

 Chercher parmi les estimateurs biaisés une amélioration du 𝑀𝑆𝐸 𝑇𝑛  : une légère 

modification au niveau du biais 𝐸 𝑇𝑛 − 𝜃 peut améliorer globalement le 𝑀𝑆𝐸 𝑇𝑛  si la 

variance diminue significativement 
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Cas de la famille des estimateurs sans biais : 

𝑀𝑆𝐸 𝑇𝑛  = 𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛  

On peut montrer le résultat suivant : 

Si 𝑇𝑛  est un e.s.b. de 𝜃 alors 

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 ≥
1

𝐼𝑛(𝜃)
 

La borne inférieure 

𝐵𝐶𝑅 =
1

𝐼𝑛(𝜃)
 

est dite borne de Cramér-Rao ou borne de Fréchet-Darmois-Cramér-Rao notée 𝐵𝐹𝐷𝐶𝑅  

La quantité positive 𝐼𝑛(𝜃) est dite information de Fisher, elle est par définition : 

𝐼𝑛 𝜃 = 𝐸   
𝐿𝜃

′ (𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛)

𝐿𝜃 (𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛)
 

2

  

𝐿𝜃(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) est la vraisemblance associée à 𝜃 calculée sur l’échantillon : 

 Si 𝑋 est une v.a. discrète, alors on pose : 

𝐿𝜃 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 =  𝑃𝜃 𝑋𝑖 = 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

= 𝑃𝜃 𝑋1 = 𝑥1  𝑃𝜃 𝑋2 = 𝑥2  … 𝑃𝜃 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛  

 Si 𝑋 est une v.a. continue de densité  𝑓𝜃 , alors on pose : 

𝐿𝜃 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 =  𝑓𝜃 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

= 𝑓𝜃 𝑥1  𝑓𝜃 𝑥2  … 𝑓𝜃 𝑥𝑛  

La fonction 𝐿𝜃 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  est la vraisemblance de l’échantillon 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 , elle est obtenue en 

remplaçant les valeurs observées 𝑥1 , ⋯ , 𝑥𝑛  par les v.a. 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  . La vraisemblance est une 

variable aléatoire. 

Si on utilise le log-vraisemblance   𝑙𝜃 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 = 𝑙𝑜𝑔[𝐿𝜃 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 ] , on aura : 

𝐼𝑛 𝜃 = 𝐸   
𝜕

𝜕𝜃
𝑙𝜃 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  

2

  

Ce qui donne ensuite l’expression qu’on utilisera dans l’exemple qui va suivre : 

𝐼𝑛 𝜃 = −𝐸  
𝜕2

𝜕𝜃2
𝑙𝜃 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛   
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Définition d’un estimateur efficace : 

Si 𝑇𝑛  est un e.s.b. de  𝜃,  il est dit efficace si  

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 =
1

𝐼𝑛(𝜃)
 

Remarque : Si un e.s.b. de  𝜃 est efficace, il est optimal dans la famille des estimateurs s.b. 

Exemple :  Soit 𝑋~𝐵(𝑝), on veut estimer  𝑝 par l’estimateur  𝑝 𝑛  

La v.a.   𝑋 ∈ 𝐸 =  0,1 , si 𝑝 ≠ 0 et 𝑝 ≠ 1 alors on peut écrire pour  𝑥 ∈ 𝐸  

𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑝𝑥 1 − 𝑝 1−𝑥  

La vraisemblance 𝐿𝑝  est une application de 𝐸𝑛  vers  0, 1   avec 

𝐿𝑝 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 =  𝑝𝑥𝑖 1 − 𝑝 1−𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑝 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  1 − 𝑝 𝑛− 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

On aura enfin la v.a. vraisemblance  

𝐿𝑝 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 = 𝑝 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  1 − 𝑝 𝑛− 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝑝𝑛𝑋 1 − 𝑝 𝑛(1−𝑋) 

Le log-vraisemblance sera 

𝑙𝑝 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 = 𝑛 𝑋  𝑙𝑜𝑔 𝑝 + 𝑛  1 − 𝑋  𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑝  

On aura  

𝜕

𝜕𝑝
𝑙𝑝 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 =

𝑛 𝑋

𝑝
 − 

𝑛  1 − 𝑋  

1 − 𝑝
 

𝜕2

𝜕𝑝2
𝑙𝑝 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 = −

𝑛 𝑋

𝑝2
−

𝑛  1 − 𝑋 

 1 − 𝑝 2
 

L’information de Fisher sera 

𝐼𝑛 𝑝 = −𝐸  
𝜕2

𝜕𝑝2
𝑙𝑝 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  =

𝑛

𝑝2
𝐸 𝑋 +

𝑛

 1 − 𝑝 2
 1 − 𝐸 𝑋  =

𝑛

𝑝2
𝑝 +

𝑛

 1 − 𝑝 2
 1 − 𝑝  

𝐼𝑛 𝑝 =
𝑛

𝑝
+

𝑛

1 − 𝑝
=

𝑛

𝑝(1 − 𝑝)
 

Si on calcule la variance de l’estimateur, elle coïncide avec la borne de Cramér-Rao 

𝑉𝑎𝑟 𝑝 𝑛 =
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛
=

1

𝐼𝑛 𝜃 
 

On conclu que 𝑝 𝑛  est un estimateur efficace. 
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3. Estimation par intervalle de confiance  

3.1. Introduction 

Soit 𝜃 𝑛  un estimateur du paramètre 𝜃, supposons que 𝜃 𝑛  est convergeant en probabilité :  

𝜃 𝑛
𝑃
→  𝜃 , 

 càd  

∀𝑎 > 0, 𝑃  𝜃 𝑛 − 𝜃 ≤ 𝑎 
𝑛→+∞
     1  

 

 ∀𝑎 > 0, 𝑃 𝜃 𝑛 − 𝑎 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 𝑛 + 𝑎 
𝑛→+∞
     1 . 

Question : peut-on déterminer un intervalle 𝐼 autour de 𝜃 𝑛  pour lequel on garantie que la 

probabilité 𝑃 𝜃 ∈ 𝐼  soit connue ? 

Si on pose 𝛼 = 𝑃 𝜃 ∉ 𝐼 , 𝛼 sera le niveau de signification.  

On appelle 1 − 𝛼 le niveau de confiance (par exemple pour 𝛼 = 5%, 1 − 𝛼 = 95%) et on note 

𝐼 𝜃  l'intervalle de confiance (on le note aussi 𝐼1−𝛼 𝜃  ), 

𝐼 𝜃 =  𝜃 𝑛 − 𝑎; 𝜃 𝑛 + 𝑎  . 

⤥ Le niveau de confiance est associé au degré de crédibilité qu’on donne à l’intervalle 𝐼 𝜃  de 

contenir le paramètre inconnu  𝜃.  

Pour un niveau de confiance 1 − 𝛼 connue (ou fixé au préalable), on doit chercher 𝑎 tel que  

𝑃 𝜃 ∈ 𝐼 𝜃  = 𝑃  𝜃 𝑛 − 𝜃 ≤ 𝑎 = 1 − 𝛼 . 

Cela ne serait possible que si on connaît la loi de 𝜃 𝑛 . 

3.2. Intervalle de confiance d'une moyenne  

Soit  𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛  un échantillon de la v.a. 𝑋 de moyenne 𝜇 et de variance 𝜎2. On cherchera un 

intervalle de confiance autour de l'estimateur 𝑋 de  𝜇. 

La loi de l'estimateur 𝑋 dépend de celle de la v.a. 𝑋.  Si la loi de la variable 𝑋 est inconnue et c'est 

le cas le plus courant, il est difficile de donner une réponse si la taille de l’échantillon est petite.  

Dans le paragraphe qui suit, on va supposer que la taille de l’échantillon est grande, cela va nous 

permettre d’utiliser une approximation par le théorème centrale limite (T.C.L) de la loi de 𝑋  par 

celle de la loi normale. 
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3.2.1. Cas où la loi de l'échantillon est inconnue 

On peut distinguer deux cas, le cas où 𝜎2 est connue et celui où elle est inconnu. 

𝝈𝟐  connue : 

D'après le T.C.L. on a :  

 𝑛  
𝑋 − 𝜇

𝜎
    

ℒ
→    𝑍 

avec 𝑍 suit la loi 𝑁 0,1 . 

La loi 𝑁 0,1  est symétrique, on choisira 𝑎 > 0 tel que 𝑃  𝑍 ≤ 𝑎 = 1 − 𝛼    𝜙 𝑎 = 1 −
𝛼

2
 ,  

avec 𝜙  est la fonction de répartition de la loi 𝑁 0,1 . 

(On dit que 𝑎 est le quantile d'ordre 1 −
𝛼

2
 qu'on peut noter 𝑧1−

𝛼

2
 . On lit directement la valeur 𝑎 

dans la table de la loi normale 𝑁 0,1 , par exemple,  si 𝛼 = 5% alors 𝑎 = 𝑧0,975 = 1,96).  

D'après le T.C.L. on approche  

𝑃   𝑛  
𝑋 − 𝜇

𝜎
 ≤ 𝑎  

par  

𝑃  𝑍 ≤ 𝑎  

Ce qui nous donne l'intervalle de confiance 𝐼(𝜇) au niveau de confiance 1 − 𝛼  : 

𝐼 𝜇 =  𝑋 − 𝑎
𝜎

  𝑛
; 𝑋 + 𝑎

𝜎

  𝑛
  

𝝈𝟐 inconnue :  

On remplace 𝜎2 par son estimateur sans biais et consistant, la variance empirique 

𝑆2 =
1

𝑛 − 1
 (𝑋𝑖 − 𝑋 )2

𝑛

𝑖=1

 

et on a toujours le résultat  

 𝑛  
𝑋 − 𝜇

𝑆
    

ℒ
→    𝑍 

avec 𝑍 ~𝑁 0,1 . (ce résultat est dû au T.C.L. et au fait que  𝑆
𝑃
→ 𝜎 ) 

L'intervalle de confiance 𝐼 𝜇  au niveau de confiance 1 − 𝛼  est : 

𝐼 𝜇 =  𝑋 − 𝑎
𝑆

  𝑛
; 𝑋 + 𝑎

𝑆

  𝑛
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avec 𝑎 est le quantile d'ordre 1 −
𝛼

2
   càd  𝑃  𝑍 ≤ 𝑎 = 1 − 𝛼. 

Remarque : On peut utiliser ces approximations même si on connaît la loi de l'échantillon, il est 

plus pratique pour une taille d'échantillon assez grande de se restreindre à la loi normale comme 

loi de l'estimateur, néanmoins on doit vérifier certaines conditions préalables pour avoir une 

bonne approximation, en général on doit au moins avoir la condition 𝑛 > 30. 

3.2.2. Cas où la loi de l'échantillon est normale  

Supposons que 𝑋 suit une loi normale 𝑁 𝜇, 𝜎2  (cas d’un petit échantillon), là aussi on peut 

distinguer deux cas : 

𝝈𝟐 connue :  

On a la loi exacte de l'estimateur 𝑋 , 

 𝑛  
𝑋 − 𝜇

𝜎
  ~ 𝑁 0,1  

On obtient l'intervalle de confiance 𝐼 𝜇  au niveau de confiance 1 − 𝛼 : 

𝐼 𝜇 =  𝑋 − 𝑎
𝜎

  𝑛
; 𝑋 + 𝑎

𝜎

  𝑛
  

avec 𝑎 = 𝑧1−
𝛼

2
. 

𝝈𝟐 inconnue :  

On remplace 𝜎2 par son estimateur sans biais et consistant 𝑆2et on a la loi exacte de l'estimateur  

 𝑛  
𝑋 − 𝜇

𝑆
  ~ 𝑡(𝑛 − 1) 

Puisque la loi de Student est symétrique, on peut choisir un intervalle 𝐼 𝜇  symétrique : 

𝐼 𝜇 =  𝑋 − 𝑎
𝑆

  𝑛
; 𝑋 + 𝑎

𝑆

  𝑛
  

𝐼 𝜇  est l'intervalle de confiance, au niveau de confiance 1 − 𝛼 (niveau de signification 𝛼), le 

scalaire 𝑎 correspond au quantile d'ordre 1 −
𝛼

2
  d'une loi de Student 𝑡(𝑛 − 1) (qu'on doit lire sur la 

table de cette loi). 

3.3. Intervalle de confiance d'une variance  

Là aussi on va distinguer le cas où la loi est inconnue et le cas où la loi est normale. 
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3.3.1. Cas où la loi de l’échantillon est inconnue  

On supposera ici que la taille de l’échantillon est grande. La moyenne de la population peut être 

connue ou pas.  

L’estimateur de 𝜎2 est 𝑆2 de variance 

𝑉𝑎𝑟 𝑆2 =
𝑛

(𝑛 − 1)2
 𝜇4  −   

𝑛 − 1

𝑛 − 3
  𝜎4 

~
+∞  

1

𝑛
 𝜇4  −  𝜎4  

𝑆2 est un estimateur s.b de 𝜎2 :    𝐸 𝑆2 = 𝜎2 

On a le résultat de la convergence en loi vers la loi normale : 

 𝑛
𝑆2 − 𝜎2

 𝜇4  −  𝜎4
   

ℒ
→    𝑁 0, 1  

On remplace dans le dénominateur un estimateur convergent de 𝜇4  −  𝜎4  : 

𝜇 4 − 𝑆4 

avec  

𝜇 4 =
1

𝑛
  𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛 4

𝑛

𝑖=1

     

est l’estimateur du moment centré d’ordre 4 :  𝐸(𝑋 − 𝜇)4 

On aura toujours la convergence en loi normale 

 𝑛
𝑆2 − 𝜎2

 𝜇 4 − 𝑆4
   

ℒ
→    𝑁 0, 1  

Pour un niveau de confiance égale 1 − 𝛼, soit  𝑎 = 𝑧1−
𝛼

2
   le quantile d'ordre   1 −

𝛼

2
   d'une loi 

normale 𝑁(0, 1). 

L'intervalle de confiance 𝐼 𝜎2   sera 

𝐼 𝜎2 =   𝑆𝑛
2 − 𝑧

1−
𝛼
2

 
𝜇 4 − 𝑆𝑛

4

𝑛
 ;    𝑆𝑛

2 + 𝑧
1−

𝛼
2

 
𝜇 4 − 𝑆𝑛

4

𝑛
  

3.3.2. Cas où la loi de l’échantillon est normale  

On distinguera là aussi le cas où la moyenne de la population est connue et le cas où elle est 

inconnue. 
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𝝁 est inconnue : 

Un estimateur sans biais et consistant de 𝜎2 est la variance empirique 

𝑆2 =
1

𝑛 − 1
 (𝑋𝑖 − 𝑋 )2

𝑛

𝑖=1

 

La loi de 𝑆2 est donnée par : 

 𝑛 − 1 
𝑆2

𝜎2
 ~ 𝜒2 𝑛 − 1  

Fixons un niveau de confiance égale 1 − 𝛼, étant donné que la loi de 𝜒2 𝑛 − 1  n'est pas 

symétrique, on doit déterminer 𝑎 et 𝑏 tel que 0 < 𝑎 < 𝑏,   

𝑃 𝑍 < 𝑎 =
𝛼

2
  et  𝑃(𝑍 ≤  𝑏) = 1 −

𝛼

2
  

avec 𝑍 suit la loi de 𝜒2 𝑛 − 1 . (𝑎 et 𝑏 sont lus dans la table de cette loi). 

L'intervalle de confiance 𝐼 𝜎2   vérifiant 𝑃 𝜎2 ∈ 𝐼 𝜎2  = 1 − α est donné par 

𝐼 𝜎2 =   
𝑛 − 1

𝑏
 𝑆2 ;   

𝑛 − 1

𝑎
 𝑆2  

𝝁 est connue : 

Un estimateur sans biais et consistant de 𝜎2 est la variance empirique 

𝑆2 =
1

𝑛
 (𝑋𝑖 − 𝜇)2

𝑛

𝑖=1

 

La loi de 𝑆2 est donnée par : 

𝑛 
𝑆2

𝜎2
 ~ 𝜒2 𝑛  

Fixons un niveau de confiance égale 1 − 𝛼, soit  𝑎  le quantile d'ordre 
𝛼

2
 et 𝑏 le quantile d'ordre 

1 −
𝛼

2
 d'une loi de 𝜒2 𝑛 . 

L'intervalle de confiance 𝐼 𝜎2  vérifiant  𝑃 𝜎2 ∈ 𝐼 𝜎2  = 1 − α  est donné par 

𝐼 𝜎2 =   
𝑛

𝑏
𝑆2  ;  

𝑛

𝑎
 𝑆2  

Exemple : (Examen du 28/04/2018) 

Un courtier en biens immobiliers s’intéresse au prix des maisons de type A qui présentent certaines 

caractéristiques et qui se situent dans la ville d’Oujda. Le courtier engage un premier expert qui 

doit évaluer 5 maisons de type A à Oujda. Les résultats fournis par ce premier expert sont : 
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Maison  𝑖 1 2 3 4 5 Total 
 (𝑥𝑖 − 𝑥 )2

5

𝑖=1

= 226 

Evaluation  𝑥𝑖  (en 104 DH) 65 72 68 63 82 350 

On veut connaitre le prix moyen 𝜇𝑝  et la variance 𝜎𝑝
2 de l’ensemble des biens immobiliers catégorie 

« maison de type A».      

a. L’intervalle de confiance de 𝜇𝑝  au niveau de confiance 95% est  

𝐼 𝜇𝑝 =  𝑥 − 𝑡0,975;4  
𝑠

  5
; 𝑋 + 𝑡0,975;4  

𝑠

  5
  

𝑠 =  
226

4
=  56,5 = 7,52  𝑒𝑡  𝑥 =

350

5
= 70  

𝐼 𝜇𝑝 =  70 − 2,776 
7,52

  5
; 70 + 2,776 

7,52

  5
 =  60,66 ; 79,34  

b. L’intervalle de confiance de  𝜎𝑝
2   au niveau de confiance 95% est 

𝐼 𝜎𝑝
2 =   

4

𝜒0,975;4
 𝑠2 ;   

4

𝜒0,025;4
 𝑠2 =  

4 ∗ 56,5

11,143
 ; 

4 ∗ 56,5

0,484
  

𝐼 𝜎𝑝
2 =  20,28 ;  466,94  

On en déduit un intervalle de confiance de 𝜎𝑝  : 

𝐼 𝜎𝑝 =   20,28 ;   466,94 =  4,5  ;   21,6  

3.4. Intervalle de confiance d'une proportion 

Dans une population d'électeurs, on s'intéresse à la proportion 𝑝 d'électeurs favorables à notre 

candidat. On voudrait construire un intervalle de confiance de la proportion 𝑝.  

Pour se faire on a prit un échantillon de taille 𝑛 d'électeurs et on a noté 𝑋𝑖  la 𝑖è𝑚𝑒  réponse 

correspondant au 𝑖è𝑚𝑒  électeur, si il est favorable à notre candidat on note 1 sinon 0.  

La v.a. 𝑋𝑖  suit une loi de Bernoulli ℬ 𝑝 , de moyenne 𝐸 𝑋𝑖 = 𝑝 et de variance 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 =

𝑝 1 − 𝑝 . Un estimateur consistant de 𝑝 est la moyenne empirique 

𝑝 𝑛 =
1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1
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et on a sa loi  asymptotique : 

 𝑛  
𝑝 𝑛 − 𝑝

 𝑝 1 − 𝑝 
    

ℒ
→    𝑍 

avec 𝑍 suit une loi 𝑁 0,1 . 

Puisque la variance 𝑝(1 − 𝑝) est inconnue on peut l'estimer par la méthode des moments pour 

obtenir un estimateur consistant mais pas nécessairement sans biais 𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛). On garde la 

même convergence : 

 𝑛  
𝑝 𝑛 − 𝑝

 𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)
    

ℒ
→    𝑍 

Pour un niveau de confiance 1 − α, on lit dans la table de la loi 𝑁 0,1  la valeur de 𝑎 tel que  

𝑃  𝑍 ≤ 𝑎 = 1 − 𝛼  càd 𝑎 = 𝑧1−
𝛼

2
. 

On obtient l'intervalle de confiance 𝐼(𝑝) : 

𝐼 𝑝 =  𝑝 𝑛 − 𝑎   
𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)

𝑛
; 𝑝 𝑛 + 𝑎  

𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛 )

𝑛
  

Exemple : Sur un échantillon de 200 clients d’un café, 120 d’entre eux préfèrent le café "Arabica" 

au café "Robusta". Une estimation de la proportion 𝑝 des clients qui préfèrent l’arabica au 

robusta est 

𝑝 𝑛 =
120

200
= 0,6 

L’intervalle de confiance à 95% de la proportion 𝑝 sera : 

𝐼 𝑝 =  0,6 − 1,96   
0,24

200
;  0,6 + 1,96   

0,24

200
 =  0,6 − 0,0679; 0,6 + 0,0679  

Ainsi 

𝐼 𝑝 =  53,2%;  66,79%  

3.5. Marge d’erreur et taille minimale 

Dans l’estimation de la moyenne inconnue 𝜇 par l’estimateur 𝑋 , on définit la marge d’erreur 

comme la différence en valeur absolue entre 𝜇 et 𝑋  :   𝑋 − 𝜇 . Elle mesure l’erreur attribuable aux 

fluctuations d’échantillonnage.  
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L’intervalle de confiance de 𝜇 au niveau de confiance de 1 − 𝛼 pour une variance 𝜎2 connue 

s’écrit, 

𝐼 𝜇 =  𝑋  −  𝑧
1−

𝛼
2

 
𝜎

  𝑛
; 𝑋  + 𝑧

1−
𝛼
2

 
𝜎

  𝑛
  

La marge d’erreur est au plus égale  

𝐸 =  𝑧
1−

𝛼
2

 
𝜎

  𝑛
 

Pour une taille d’échantillon 𝑛 fixé, cette marge d’erreur dépend du niveau de confiance. En 

augmentant le niveau de confiance (ou en diminuant le niveau de signification 𝛼), la marge 

d’erreur augmente. 

En pratique avant de réaliser un sondage, on peut fixer la marge d’erreur 𝐸 qu’on voudrait ne pas 

dépasser et déterminer la taille minimale 𝑛 de l’échantillon nécessaire. 

𝐸 =  𝑧
1−

𝛼
2

 
𝜎

  𝑛
        𝑛 =   

 𝑧
1−

𝛼
2

  𝜎

𝐸
 

2

 

Exemple : 

On veut effectuer un sondage auprès des clients d’une entreprise, on s’intéresse à l’âge des clients, 

l’écart-type est connu égal à 6ans. On veut construire un intervalle de confiance qui contient l’âge 

moyen de la population avec un niveau de confiance de 95% et dont la marge d’erreur 𝐸 n’excède 

pas 2ans. 

Le niveau de confiance 1 − 𝛼 = 95%,  𝑧1−
𝛼

2
=  𝑧97.5% =  𝑧0.975 = 1.96    

𝑛 =   
 𝑧

1−
𝛼
2

  𝜎

𝐸
 

2

=   
1.96 ∗ 6

2
 

2

= 34.57 

On a besoin d’au moins une taille d’échantillon de 35 individus pour garantir que la moyenne 

calculée sur l’échantillon s’écarte de la moyenne espérée de moins de 2ans. 

▪ Dans le cas où l’écart-type est inconnu, on doit le remplacer par une estimation 𝑠 (sondage 

préliminaire), la marge d’erreur s’écrit, 

𝐸 =  𝑧
1−

𝛼
2

 
𝑠

  𝑛
 

      et la taille de l’échantillon nécessaire sera,  

𝑛 =   
 𝑧

1−
𝛼
2

   𝑠 

𝐸
 

2
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▪ Dans le cas d’une population finie de taille 𝑁, si le tirage se fait sans remise (ESSR), alors 

𝑉𝑎𝑟  𝑋   =
𝜎2

𝑛
  
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
≅

𝜎2

𝑛
   1 −

𝑛

𝑁
  

La marge d’erreur devient 

𝐸 =  𝑧
1−

𝛼
2

 
𝜎

  𝑛
  1 −

𝑛

𝑁
 

Cette dernière formule nous permet de calculer la taille de l’échantillon nécessaire, 

𝑛 =

𝑁 ∗ 𝑧
1−

𝛼
2

2 ∗ 𝜎2 

𝑁 ∗ 𝐸2  +   𝑧
1−

𝛼
2

2 ∗ 𝜎2
 

Marge d’erreur dans le cas de l’estimation d’une proportion p 

Si on veut estimer 𝑝 par 𝑝 𝑛 , l’intervalle de confiance pour un niveau de confiance de 1 − 𝛼 sera, 

𝐼 𝑝 =  𝑝 𝑛 − 𝑧
1−

𝛼
2

   
𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)

𝑛
; 𝑝 𝑛 + 𝑧

1−
𝛼
2

  
𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)

𝑛
  

La marge d’erreur dépend de l’estimation 𝑝 𝑛 , 

𝐸 = 𝑧
1−

𝛼
2

   
𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)

𝑛
 

La taille de l’échantillon nécessaire sera 

𝑛 =

𝑧
1−

𝛼
2

2   𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)

𝐸2
  

 

On doit remplacer 𝑝 𝑛  par une valeur, on a deux voies, 

▪ Soit on effectue un sondage préliminaire, dont la taille de l’échantillon soit d’environ 30, pour 

calculer une valeur provisoire de 𝑝 𝑛 , puis déterminer la taille 𝑛 pour un deuxième sondage qui 

donnera plus de précision dans l’estimation. 

▪ Soit remplacer 𝑝 𝑛  par une valeur arbitraire entre 0 et 1.  

𝑛 =

𝑧
1−

𝛼
2

2   𝑝(1 − 𝑝)

𝐸2
 ,    𝑝 ∈ ]0, 1[ 
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On remarquera pour cela que la fonction 𝑓(𝑝) = 𝑝(1 − 𝑝)  définie sur ]0, 1[ atteint son     

maximum pour 𝑝 = 0.5,  

𝑝 1 − 𝑝 ≤ 0.5 1 − 0.5 = 0.52 = 0.25  pour tout 𝑝 ∈]0, 1[ 

C’est le cas où on choisit la plus grande dispersion de 𝑝 𝑛 .  

La taille de l’échantillon sera, 

𝑛 =

𝑧
1−

𝛼
2

2   0.25

𝐸2
=

𝑧
1−

𝛼
2

2

 4𝐸2
 

Exemple : (extrait de l’examen du 08/01/2020) 

Dans une étude menée par une entreprise, on veut connaitre le pourcentage 𝑝 de clients qui sont 

satisfaits d’un nouveau produit. Le niveau de signification est fixé à 5%. 

▪ Calculons la taille de l’échantillon à prévoir pour garantir une erreur d’estimation de ±5%. 

𝑛 =

𝑧
1−

𝛼
2

2   𝑝(1 − 𝑝)

𝐸2
 

𝑝 ∈  0, 1  , on prendra la valeur centrale 𝑝 = 0.5, on aura ainsi 

𝑛 =

𝑧
1−

𝛼
2

2   

4 𝐸2
=

1.962

4 ∗ 0.052
= 384.16 

On prendra 𝑛 = 385. On doit garantir l’observation de 385 individus. 

▪ Sur un échantillon de 400 clients choisis au hasard, il y a 22% qui ne sont pas satisfaits du 

nouveau produit contre 78% qui  sont satisfaits.  

Une estimation par intervalle de confiance de la proportion 𝑝 est     

𝐼 𝑝 =  𝑝 𝑛  ± 𝑧
1−

𝛼
2

∗  
 𝑝 𝑛 1 − 𝑝 𝑛 

 𝑛
 =  0.78 ±  1.96 ∗  

 0.78 ∗ 0.22

 400
 =  0.78 ±   0.0406 

=  73.94% ;   82.06%  

Si on veut réaliser un deuxième sondage, la taille de l’échantillon à prévoir pour garantir toujours 

une erreur d’estimation de ±5% est 

𝑛 =

𝑧
1−

𝛼
2

2   𝑝 𝑛(1 − 𝑝 𝑛)

𝐸2
=

1.962  0.78 ∗ 0.22

0.052
= 263.69 

On prend  𝑛 = 264. 
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Annexe 

Solution de l’exercice d’application, page 13 :  

1. Calculons l’espérance mathématique : 

𝐸 𝑋 =  𝑥 𝑓𝜃 𝑥 𝑑𝑥
ℝ

=  
2𝑥2

𝜃2
𝑑𝑥

𝜃

0

 

=
2

𝜃2
   

𝑥3

3
   

0

𝜃

=
2

𝜃2
∗

𝜃3

3
=

2

3
 𝜃 

𝜃 =
3

2
 𝐸 𝑋     𝑇𝑛 =  

3

2
 𝑋   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑋 =  

1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2. Calculons E Tn  : 

E Tn = E  
3

2
 X  =

3

2
E X  =

3

2
E X =

3

2
∗

2

3
 θ = θ 

𝑇𝑛  est un estimateur sans biais. 

𝑋 
𝑃
→ 𝐸 𝑋              𝑇𝑛 =  

3

2
 𝑋  

𝑃
→ 

3

2
 𝐸 𝑋 = 𝜃   

𝑇𝑛  est un estimateur consistant 

3. Calculons le moment d’ordre 2, 𝐸 𝑋2  

𝐸 𝑋2 =  𝑥2  𝑓𝜃 𝑥 𝑑𝑥
ℝ

=  
2𝑥3

𝜃2
𝑑𝑥

𝜃

0

 

=
2

𝜃2
   

𝑥4

4
   

0

𝜃

=
2

𝜃2
∗

𝜃4

4
=

𝜃2

2
  

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝜃2

2
 −  

2

3
 𝜃 

2

=
𝜃2

18
 

On peut déduire la variance de 𝑇𝑛  

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 = 𝑉𝑎𝑟  
3

2
 𝑋  =

9

4
∗

𝜃2

18
∗

1

𝑛
=

𝜃2

8 𝑛
 

4. Calculons 𝐸 𝑀𝑛  

𝐸 𝑀𝑛 =  𝑥 𝑔𝜃 𝑥 𝑑𝑥
ℝ

=  
2𝑛𝑥2𝑛

𝜃2𝑛
𝑑𝑥

𝜃

0

 

=
2𝑛

𝜃2𝑛
   

𝑥2𝑛+1

2𝑛 + 1
   

0

𝜃

=
2𝑛

2𝑛 + 1
∗

𝜃2𝑛+1

𝜃2𝑛
=

2𝑛

2𝑛 + 1
 𝜃 
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Calculons 𝐸 𝑀𝑛
2 , 

𝐸 𝑀𝑛
2 =  𝑥2  𝑔𝜃 𝑥 𝑑𝑥

ℝ

=  
2𝑛𝑥2𝑛+1

𝜃2𝑛
𝑑𝑥

𝜃

0

 

=
2𝑛

𝜃2𝑛
   

𝑥2𝑛+2

2𝑛 + 2
   

0

𝜃

=
2𝑛

2𝑛 + 2
∗

𝜃2𝑛+2

𝜃2𝑛
=

2𝑛

2𝑛 + 2
 𝜃2 =

𝑛

𝑛 + 1
 𝜃2 

𝑉𝑎𝑟 𝑀𝑛 =
𝑛

𝑛 + 1
 𝜃2 −  

2𝑛

2𝑛 + 1
 𝜃 

2

=
𝑛  2𝑛 + 1 2 −  𝑛 + 1 ∗ 4𝑛2

 𝑛 + 1   2𝑛 + 1 2
 𝜃2 

𝑉𝑎𝑟 𝑀𝑛 =
𝑛 

 𝑛 + 1   2𝑛 + 1 2
 𝜃2 

5. On veut maintenant construire un estimateur de 𝜃, on va utiliser l’expression de 𝐸 𝑀𝑛   

𝐸 𝑀𝑛 =
2𝑛

2𝑛 + 1
 𝜃      𝜃 =  

2𝑛 + 1

2𝑛
𝐸 𝑀𝑛  

Un estimateur sans biais de 𝜃 sera  

𝑇𝑛
′ =

2𝑛 + 1

2𝑛
 𝑀𝑛   et on verifie bien  𝐸 𝑇𝑛

′  = 𝜃,    𝑇𝑛
′  est un e. s. b. 

6. Calculons 𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛
′  , 

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛
′  = 𝑉𝑎𝑟  

2𝑛 + 1

2𝑛
 𝑀𝑛 =  

2𝑛 + 1

2𝑛
 

2

 𝑉𝑎𝑟  𝑀𝑛  

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛
′  =

 2𝑛 + 1 2

 2𝑛 2
∗

𝑛 

 𝑛 + 1   2𝑛 + 1 2
 𝜃2 

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛
′  =

1

4𝑛 𝑛 + 1 
 𝜃2 

𝑇𝑛  et 𝑇𝑛
′  sont deux e.s.b. de 𝜃, pour les comparer on doit comparer leurs variances : 

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 =
𝜃2

8 𝑛
     et    𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛

′  =
1

4𝑛 𝑛 + 1 
 𝜃2 

    
𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛 

𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛
′  

=
𝜃2

8 𝑛
∗  

4𝑛 𝑛 + 1 

𝜃2
=  

𝑛 + 1

2
 

𝑛 ≥ 1     𝑛 + 1 ≥ 2    
n + 1

2
≥ 1     

On aura ainsi :     𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛  ≥  𝑉𝑎𝑟 𝑇𝑛
′   

Conclusion : L’estimateur  𝑇𝑛
′   est plus efficace que l’estimateur  𝑇𝑛 .    

Retour au paragraphe p.14 
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Propriétés :   Soit un échantillon 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛  de 𝑛 v.a. à valeurs réelles 𝑖. 𝑖. 𝑑. 

Si 𝐸 𝑋1 = 𝜇   et   𝑉𝑎𝑟 𝑋1 = 𝜎2,    alors on a  

𝐸 𝑋 𝑛 = 𝜇      et      𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑛 =
𝜎2

𝑛
 

Preuve : On a : 

𝐸 𝑋 𝑛 = 𝐸  
1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 =
1

𝑛
 𝐸 𝑋𝑖 

𝑛

𝑖=1

=
𝑛 𝜇

𝑛
= 𝜇      

𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑛 = 𝑉𝑎𝑟  
1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 =
1

𝑛2
 𝑉𝑎𝑟   𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 =
1

𝑛2
  𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 

𝑛

𝑖=1

=
𝑛 𝜎2

𝑛2
=

𝜎2

𝑛
 

𝑉𝑎𝑟   𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 = 𝑐𝑜𝑣   𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

;  𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 =   𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 ,  𝑋𝑗  

𝑛

𝑗 =1

𝑛

𝑖=1

=  𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

En effet si 𝑖 ≠ 𝑗,  les deux v.a. 𝑋𝑖  et  𝑋𝑗  sont indépendantes et une condition nécessaire pour cette 

indépendance est que leur covariance soient nulle  𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 ,  𝑋𝑗  = 0 

𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 ,  𝑋𝑗  =  
0                   𝑠𝑖    𝑖 ≠ 𝑗

𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖      𝑠𝑖    𝑖 = 𝑗
   

 

Propriétés :   Soit un échantillon 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛  de 𝑛 v.a. à valeurs réelles 𝑖. 𝑖. 𝑑. 

Si  𝐸 𝑋1 = 𝜇   et   𝑉𝑎𝑟 𝑋1 = 𝜎2,    alors on a  

𝐸 𝑆𝑛
2 = 𝜎2       et      𝑉𝑎𝑟 𝑆𝑛

2 =
𝑛

(𝑛 − 1)2
 𝜇4  −   

𝑛 − 1

𝑛 − 3
  𝜎4  

Avec  𝜇4 = 𝐸(𝑋4). 

Preuve : Montrons le premier résultat. On a : 

𝐸 𝑆𝑛
2 = 𝐸  

1

𝑛 − 1
 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2

𝑛

𝑖=1

 =
1

𝑛 − 1
 𝐸 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2 

𝑛

𝑖=1

 

𝐸 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2 = 𝐸    𝑋𝑖 − 𝜇 + (𝜇 − 𝑋 𝑛) 
2
 

= 𝐸  𝑋𝑖 − 𝜇 2 + 𝐸  𝜇 − 𝑋 𝑛 2 + 2 𝐸  𝑋𝑖 − 𝜇  (𝜇 − 𝑋 𝑛)  
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𝐸 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 + 𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑛 + 2 𝐸  𝑋𝑖 − 𝜇  (𝜇 − 𝑋 𝑛) 

= 𝜎2 +
𝜎2

𝑛
+ 2 𝐸  𝑋𝑖 − 𝜇  (𝜇 − 𝑋 𝑛)  

𝐸  𝑋𝑖 − 𝜇  (𝜇 − 𝑋 𝑛) = 𝐸 𝑋𝑖  𝜇 − 𝑋𝑖  𝑋 𝑛 − 𝜇2 + 𝜇 𝑋 𝑛 = 𝜇 𝐸 𝑋𝑖 − 𝐸 𝑋𝑖  𝑋 𝑛 − 𝜇2 + 𝜇 𝐸(𝑋 𝑛)

= 𝜇2 − 𝐸 𝑋𝑖  𝑋 𝑛 − 𝜇2 + 𝜇2 = 𝜇2 − 𝐸 𝑋𝑖  𝑋 𝑛  

𝐸 𝑋𝑖  𝑋 𝑛 =
1

𝑛
 𝐸(𝑋𝑖  

𝑛

𝑗 =1

𝑋𝑗 ) =
1

𝑛
  𝑛 − 1  𝜇2 + 𝜎2 + 𝜇2 = 𝜇2 +

𝜎2

𝑛
 

𝐸  𝑋𝑖 − 𝜇  (𝜇 − 𝑋 𝑛) = 𝜇2 − 𝜇2 −
𝜎2

𝑛
= −

𝜎2

𝑛
 

𝐸 (𝑋𝑖 − 𝑋 𝑛)2 = 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 + 𝑉𝑎𝑟 𝑋 𝑛 + 2 𝐸  𝑋𝑖 − 𝜇  (𝜇 − 𝑋 𝑛) = 𝜎2 +
𝜎2

𝑛
− 2 

𝜎2

𝑛
= 𝜎2 −

𝜎2

𝑛

= 𝜎2   
𝑛 − 1

𝑛
  

𝐸 𝑆𝑛
2 =

1

𝑛 − 1
 𝜎2   

𝑛 − 1

𝑛
 

𝑛

𝑖=1

= 𝜎2  
𝑛 − 1

𝑛 − 1
= 𝜎2  
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Notations et abréviations 

ES Echantillon Simple 

ESSR Echantillon Simple Sans Remise 

ESAR Echantillon Simple Avec Remise 

v.a. variable aléatoire 

𝑖. 𝑖. 𝑑. indépendant identiquement distribué  

MSE Mean Square Error : erreur quadratique moyenne 

𝑋, 𝑌, 𝑍, … Les majuscules sont réservées aux variables aléatoires 

𝑥, 𝑦, 𝑧, … Les minuscules sont réservées aux observations de la v.a. 

e.s.b estimateur sans biais 
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